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NHÀ XUẤT BẢN GIÁO DỤC 


Lo NÓI ĐẦU 


Cảm phục vụ cho việc giảng dạy và học tập môn Hình học 12 theo 
chương trình Giáo dục Trung học phổ thông của Bộ Giáo dục và 
Đào tạo vừa mới ban hành và đông thời chuẩn bị cho kì thì tốt 
nghiệp THPT và thi vào Đại học, nhóm tác giả SGK chúng tôi biên 
soạn cuốn “BÀI TẬP HÌNH HỌC 12” theo chương trình Chuẩn. 
Sách được viết theo nội dung của từng chương trong SGK với hệ 
thống các bài tập đa dạng, phong phú. Nội dung sách gồm ba 
chương sau đây : 


Chương I : Khối đa diện 
Chương II : Mặt nón, mặt trụ, mặt cầu 


-_ Chương III : Phương pháp toạ độ trong không gian. 


Trong môi chương, nội dung các bài tập được sắp xếp theo từng 
xoắn (§) với cấu trúc như sau : 


A. Các kiến thức cần nhớ : Phần này nêu tóm tắt những kiến thức 
cơ bản mà mỗi học sinh cân phải nắm được trước khi làm toán, tạo 
điều kiện thuận lợi cho học sinh tra cứu, củng cố, hệ thống lại 
những nội dung đã học trong SGK. 


B. Các dạng toán cơ bản : Phần này nêu các dạng toán cơ bản và 
thường gặp, giúp cho học sinh tập làm quen với việc sắp xếp hệ 
thống lại các bài toán đã làm, nắm được các phương pháp chủ yếu, 
quan trọng thường được dùng để giải các bài toán thuộc dạng đã 
nêu. Sau khi nêu phương pháp giải của mỗi dạng toán, sách bài tập 
có nêu một số ví dụ minh hoạ, nhầm củng cố và rèn luyện kĩ năng 
giải toán, củng cố các khái niệm, tập vận dụng các định lí, tập lập 
luận một cách rõ ràng và chính xác. Thông qua các ví dụ này, học 
sinh sẽ tự rút ra những kinh nghiệm bổ ích trong việc làm toán, rèn 


luyện được phương pháp tự học, tránh được những nhầm lẫn không 
đáng có, tạo được niềm tin và để dàng tiếp cận với các bài toán mới 
tương tự. | 


C. Câu hỏi và bài tập : Gôm đê bài tập theo từng chương và có hướng 
dẫn, đáp số và lời giải. Học sinh có thể thử sức của mình khi tự giải 
các đề bài tập đó và nếu không giải được, hoặc muốn đánh giá lại kết 
quả đã làm, thì có thể xem thêm phân lời giải hoặc đáp án. 

Cuối mỗi chương có các bài tập ôn tập của chương đó, kèm theo 
hướng dẫn giải và đáp số, đông thời có một số câu hỏi trắc nghiệm 
cùng với đáp án, nhằm giúp cho học sinh tập làm quen với dạng bài 
tập này. 

Chúng tôi rất mong nhận được những ý kiến góp ý của đông đảo 
bạn đọc để nội dung cuốn sách “BÀI TẬP HÌNH HỌC 12” được 
hoàn thiện hơn trong những lân tái bản sắp tới. 


CÁC TÁC GIẢ 


/IIÌl| _ HỐIĐA DIỆN 


§1. KHÁI NIỆM VỀ KHỐI ĐA DIỆN 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


I- KHÁI NIỆM VỀ HÌNH ĐA DIỆN 


Hình đa diện (gọi tắt là đa diện) là hình được tạo bởi một số hữu hạn các đa 
giác thoả mãn hai tính chất : 


a) Hai đa giác phân biệt chỉ có thể hoặc không có điểm chung, hoặc có một 
đỉnh chung, hoặc có một cạnh chung. 


b) Mỗi cạnh của đa giác nào cũng là cạnh chung của đúng hai đa giác. 


Mỗi đa giác như thế gọi là một mi của hình đa diện. Các đỉnh, cạnh của các đa 
giác ấy theo thứ tự được gọ: là các đỉnh, cạnh của hình đa diện. | 


II- KHÁI NIỆM VỀ KHỐI ĐA DIỆN 


Khối đa diện là phần không gian được giới hạn bởi một hình đa diện, kể cả 
hình đa diện đó. 


Những điểm không thuộc khối đa diện được gọi là điển ngoài của khối đa 
diện. Những điểm thuộc khối đa diện nhưng không thuộc hình đa diện ứng 
với khối đa diện ấy được gọi là điểm trong của khối đa diện. Tập hợp các 
điểm trong được gọi là miền trong, tập hợp các điểm ngoài được gọi là miền 
ngoài của khối đa diện. ị 

Mỗi khối đa diện được xác định bởi hình đa diện ứng với nó. Ta cũng gọi 
đỉnh, cạnh, mặt, điểm trong, điểm ngoài... của một khối đa diện theo thứ tự là 
đỉnh, cạnh, mặt, điểm trong, điểm ngoài... của hình đa diện tương ứng. 


ư 
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HII- HAI ĐA DIỆN BẰNG NHAU 


1. Pháp dời hình trong không gian 


Phép biến hình trong không gian được gọi là phép đời hình nếu nó bảo toàn 
khoảng cách giữa hai điểm tuỳ ý. 


y 


2. Một số phép đời hình thường gặp 


a) Phép tịnh tiến theo vecfơ v là phép : 
biến hình biến mỗi điểm M thành đểm M  - M | M 
sao cho MM=y (h.1.]). 


Hình 1.1 
b) Phép đối xứng qua mặt phẳng (P) là 
phép biến hình biến mỗi điểm thuộc (P) M_., 
thành chính nó, biến mỗi điểm M không 
thuộc (P) thành điểm Ä” sao cho (P) là mặt 
phẳng trung trực của MM' (h.1.2). 
Nếu phép đối xứng qua mặt phẳng (P) biến /P 
hình (H) thành chính nó thì (P) được gọi là 
mặt phẳng đối xứng của (H). : M: | 

đc 22 % ¬- `. Hình 1.2 
c) Phép đối xứng tâm O là phép biến hình 
biến điểm O thành chính nó, biến mỗi M 
điểm M khác Ó thành điểm M' sao cho Ó 
là trung điểm của MM' (h.1.3). 
Nếu phép đối xứng tâm Ó biến hình (7) ÓO 
thành chính nó thì @Ó được gọi là âm đối 
xứng của di ). 
M H13 


d) Phép đối xứng qua đường thẳng A (hay 
phép đối xứng qua trục A) là phép biến 
hình biến mọi điểm thuộc A thành chính 
nó, biến mỗi điểm 4 không thuộc A thành 
điểm M” sao cho A là đường trung trực của . 
MM' (h.1.4). Nếu phép đối xứng qua đường 
thắng Abiến hình (#7) thành chính nó thì 
A được gọi là frục đối xứng của (H). 


Hình 1.4 


3. Nhận xét 


e Thực hiện liên tiếp các phép dời hình sẽ được một phép dời hình. 
e Phép dời hình biến đa diện (H) thành đa diện (H⁄) và biến đỉnh, cạnh, mặt 


_ của (H) thành đỉnh, cạnh, mặt tương ứng của (H). 


IV- 


Hai đa diện được gọi là bằng nhau nếu có một phép dời hình biến đa diện 
này thành đa diện kia. 


\ 4 P S ^Z : 
PHÂN CHIA VÀ LÁP GHÉP CÁC KHỔI ĐA DIỆN 
Nếu khối đa diện (H) là hợp của hai khối đa diện (H¡), (H;) sao cho (H)) và 
(H;) không có chung điểm trong thì ta nói có thể chia được khối đa diện (H) 
thành hai khối đa diện (ï¡) và (H;), hay có thể lắp ghép được hai khối đa diện 
(H)) và (H,) với nhau để được khối đa diện (H). 


B. CÁC DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


VẤN đề T 


Chứng minh một số tính chất liên quan đến các đỉnh, các cạnh, các mặt của 
một khối đa diện 


1. Phương pháp giải 
Sử dụng tính chất a) và b) trong định nghĩa hình đa diện. 


2. Ví dụ 
4# đụ 1. Chứng minh rằng một khối đa diện bất kì có ít nhất bốn mặt. 


Giải 
Gọi Ä⁄; là một mặt của khối đa diện (H). Vì M; là một đa giác nên nó tð ít nhất 
ba cạnh c\, C2, c4. Từ đó có một mặt Ä⁄; có chung cạnh c¡ với Míị và Mạ # M. 
Gọi Ä⁄; là mặt có chung cạnh c; với M¡và Mạ # M,.Vì c¡ thuộc M; và không 
thuộc Ms nên ẤM: khác M;. Gọi ÄM„ # M; là mặt có chung cạnh ca với Mị. Lí 
luận tương tự như trên ta thấy M„ không chứa c và c; nên nó khác với hai mặt 
phẳng Mạ, Ma. Vậy khối đa diện (7) có í: nhất bốn mặt. 


%f áụ 2. Cho (H) là đa diện mà các mặt của nó là những đa giác có p cạnh. - | 


Chứng minh rằng nếu số mặt của (H) là lẻ thì p phải là số chắn. 


Giá 
Gọi z là số các mặt của một khối đa diện (). Vì mỗi mặt của (H) có p cạnh 
nên ứr mặt có pr: cạnh. Nhưng do mỗi cạnh là cạnh chung của đúng hai đa 


giác nên số các cạnh của () bằng c= - . Vì mm lẻ nên p phải là số chắn. 


uUØ VÂN đề 2 


Chứng minh hai đa điện bằng nhau 


1. Phương pháp giải 


Chỉ ra một phép dời hình cụ thể đã được xác định biến đa điện này thành đa 
diện kia. 


2.Ví dụ 


Cho lăng trụ ABCDEF.ABCDET” có đáy là những lục giác đều. Gọi 7 là 
trung điểm của đoạn thẳng nối hai tâm của đáy. Gọi (2z) là mặt phẳng đi qua 7 
và cắt tất cả cạnh bên của lăng trụ. Chứng minh rằng (2) chia lăng trụ thành 
hai đa diện bằng nhau. 


Giải 

Giả sử mp (#) cắt AA', BB', CC”, DD,, 
EE, FF' lần lượt tại J, K, L, M,N,P 
(h.1.5). Dễ thấy 7 cũng là trung điểm 
của JM, KN và LP. Phép đối xứng tâm /_. 
biến các điểm A, B,C, D,E,F,J,K,L, 
M,N,P lần lượt thành các điểm D, 
F,F,A,B,C,M,N,P,J,K,L. Do đó 
hai đa diện ABCDEFJKLMNP và 
ĐETABC.MNPJKL bằng nhau vì có 
phép dời hình là phép đối xứng tâm 7 
biến đa diện này thành đa diện kia. 


Hình 1.5 


uU8 VẤN đề 5 


1.1. 


1.2. 


Phân chia hoặc lắp shép các khối đa diện 


1. Phương pháp giải 


Chọn mặt phẳng thích hợp để phân chia khối đa diện. Trong nhiều trường 
hợp, để chứng minh rằng có thể lắp ghép các khối đa diện (W 1): (H›),..., (H„) 
thành khối đa diện (77) ta chứng minh rằng có thể chia được khối đa diện (H) 
thành các khối đa diện (H), (Hạ),..., (!„). 


-2. Ví dụ 


Cho hình chóp tứ giác F.ABCD có đáy là hình vuông. Cạnh bên C vuông 
góc với đáy và có độ dài bằng AØ. Chứng minh rằng có thể dùng ba hình chóp 
bằng hình chóp trên để ghép lại thành một hình lập phương. 


Gửi 
Từ hình chóp trên ta dựng hình lập phương n 


HEFG.ABCD (h.1l.6). Ta thấy hai hình 
chóp F.ABCD và F.ABEH đối xứng với đ< / 
nhau qua mặt phẳng (ABF), hai hình chóp E 


F.ABCD và FAHƠD đối xứng với nhau 
qua mặt phẳng (ADF). Do đó ba hình chóp 
F.ABCD, F.ABEH và F.AHGD bằng nhau. 


Như vậy có thể chia được hình lập phương 
HEFGABCD thành ba hình chóp bằng 
hình chóp Ƒ.ABCD. Từ đó-suy ra có thể B C 
phép ba hình chóp bằng hình chóp 


F.ABCD để thành một hình lập phương. DỊ 1P, 


C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 
Cho hình hộp ABCD.AB'CD'. Chứng minh rằng hai tứ diện A/ABD và 
CC bằng nhau. 


Cho lãng trụ ABC.A'#C. Gọi E, F, G lần lượt là trung điểm của AA', BB,, 
CC”. Chứng minh rằng các lăng trụ ABC.EFƑG và EFG.A'B'C' bằng nhau. 


1.3. 
1.4. 
1.5. 


1.6. 


1,7, 


1.8. 


Chia hình chóp tứ giác đều thành tám hình chóp bằng nhau. 
Chia một khối tứ diện đều thành bốn khối tứ diện bằng nhau. 


Chứng minh rằng với mỗi số nguyên k > 3 luôn tồn tại một hình đa diện có 
2k cạnh. 


Chứng minh rằng với mỗi số nguyên k > 4 luôn tồn tại một hình đa diện có 
2k + I cạnh. 

Chứng minh rằng không tồn tại một hình đa diện có 

a) Số mặt lớn hơn hoặc bằng số cạnh ; 

b) Số đỉnh lớn hơn hoặc bằng số cạnh. 


Chứng minh rằng mỗi hình đa diện có ít nhất 4 đỉnh. 


§2. KHỐI ĐA DIỆN LỒI VÀ KHỐI ĐA DIỆN ĐỀU ` 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


I- KHỐI ĐA DIỆN LỔI 


Khối đa diện (H) được gọi là khối đa điện lồi nếu đoạn thẳng nối hai điểm bất 
kì của (H) luôn thuộc (H). Khi đó các đa diện xác định (H) được gọi là các đa 
điện lôi. 

Người ta chứng minh được rằng một khối đa diện là lồi khi và chỉ khi miền trong 
của nó luôn nằm về một phía đối với mỗi mặt phẳng chứa một mặt của nó. 


II- KHỐI ĐA DIỆN ĐỀU 
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1. Đựnh nghĩa 

Một khối đa diện lồi được gọi là khối đa điện đêu loại {p ; q} nếu , 
a) Mỗi mặt của nó là một đa giác đều p cạnh ; 

b) Mỗi đỉnh của nó là đỉnh chung của đúng ø mặt. 


Từ định nghĩa trên ta thấy các mặt của khối đa diện đều là những đa giác đều 
bằng nhau. 


2. Định lí 


Có năm loại khối đa diện đều. Đó là các khối đa diện đều loại {3 ; 3), loại 
{4; 3}, loại {3 ; 4}, loại {5 ; 3}, và loại {3 ; 5}. 


Tuỳ theo số mặt của chúng, năm loại khối đa diện đều kể trên theo thứ tự 
được gọi là các khối tứ diện đều, khối lập phương, .khối bát diện đều (hay 
khối tám mặt đều), khối mười hai mặt đều và khối hai mươi mặt đều. 


B. CÁC DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


VẤN đề ï 


Chứng minh một số tính chất của khối đa diện đều 


1. Phương pháp giải 
Sử dụng định nghĩa khối đa diện đều. 


2. Ví dụ 


Cho khối bát diện đều ABCDEEF 
(h.1.7). Chứng minhrằng: - 


a) Các điểm A, B, C, D cùng thuộc 
một mặt phẳng ; các điểm E, C, F, A 
cùng thuộc một mặt phẳng và các 
điểm E, D, F, B cùng thuộc một mặt 
phẳng ; 


b) Chứng minh rằng ba mặt phẳng 
(ABCD), (ECFA) và (EDFB) đôi 
một vuông góc với nhau. 


Hình 1.7 


_—_ Giải 
a) Vì AE = AF = BE = BE = CE = CF = DE = DF nên A, B, C, D thuộc mặt 
phẳng trung trực của £#. Tương tự các điểm E, C, F, A thuộc mặt phẳng 
trung trực của 8D ; E, D, F, B thuộc mặt phẳng trung trực của AC. 


b) Mặt phẳng (ECFA) chứa EF và EF L (ABCD) (vì (ABCD) là mặt phẳng 
trung trực của EF nên EƑ L (ABCD)). Do đó (ECFA) L (ABCD). Tương tự, 
ta chứng minh được (ABCD) L (EDFB) và (EDFB) L (ECFA). 


lỗi 


L8 VẤN đề 2 
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Xác định một khối đa điện đều 


1. Phương pháp giải 
Sử dụng định nghĩa khối đa diện đều. 


2. Ví dụ 


Chứng minh rằng tâm các mặt của 
một hình bát diện đều là các đỉnh 
của một hình lập phương. 


Giải 
Ta có khối bát diện đều ABCDEF 
(h.1.8) cạnh bằng a. Vì A, B, €, D 
cách đều EF nên các điểm đó thuộc 
mặt phẳng (P) là mặt phẳng trung 
trực của EF. Giả sử EF cắt (P) tại 
O. Khi đó hình thoi ABCD nội tiếp 
đường tròn tâm Ó trong mặt phẳng 
(/P) nên ABCD là hình vuông. 
Tương tự ta chứng minh được 
ECFA, EBFD là các hình vuông. Từ 
đó suy ra ba đường thẳng EF, AC và 
BD đôi một vuông góc với nhau và 
cắt nhau tại Ó. | 
Gọi GŒ, H, I, J, G, H,, Ứ', J' lần lượt là tâm của các mặt EAB, EBC, ECD, EDA, 


FAB, FBC, FCD, FDA. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của AB và BC. Khi 
đó vì GH //MN và MN // AC nên GŒHl // AC. Ta còn có 
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GH = EY 0À) ùn 2ÁC = —d. 


Hình 1.8 


2 
2 Q2 Z Ẵ z 3 ?T]! 
Do đó GH = BC Tương tự, ta chứng minh được các đoạn thắng ỚH, iJ, 


Ï:Ƒ song song với AC và bằng Su các đoạn thẳng !H, JG, JG', FH' song 


1.9. 


1.10. 


1.11. 


1.12. 


._ điểm của AB và AE. Tính diện tích 


1.13. 


song với BD và bằng X22 , các đoạn thắng GŒ”, HH, II, JJ' song song với 
EF và bằng Sa 


Vì ba đường thẳng EF, AC và BD đôi một vuông góc với nhau nên các đoạn 
thẳng GGŒ', GH, GŒJ đôi một vuông góc với nhau. Từ đó suy ra GHHỚŒ”, HHH, 
MJT, JGGJ, GHI, GTIT} là các hình vuông có cạnh bằng nhau. Do đó 
GHI. Gñ 1-7 là hình lập phương. 


C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 


Tính số cạnh của hình mười hai 
mặt đều (loại {5 ;3} ). 


Tính số cạnh của hình hai mươi 
mặt đều (loại {3 ;5Ì} ). 


Cho một khối bát diện đều. Hãy 
chỉ ra một mặt phẳng đối xứng, 
một tâm đối xứng và một trục đối 
xứng của nó. 

Cho khối bát diện đều ABCDEF 
(h.1.9). Gọi Ó là giao điểm của AC 
và BD, M và N theo thứ tự là trung 


thiết diện tạo bởi khối bát diện đó 
với mặt phẳng (OMN). 


Hình 1.9 


Cho khối bát diện đều ABCDEF cạnh bằng 2, trong đó E, Ƒ là hai đỉnh 
không cùng nằm trên một cạnh (h.1.9). Gọi A,,C,Ó,D,Ồ,A”,B”,C”, D” lần 
lượt là trung điểm của các cạnh EA, EB, EC, ED, FA, FB, FC, FD. Chứng 
minh rằng ABC A*B*C”D” là một hình hộp chữ nhật và tính ba kích 
thước của hình hộp chữ nhật đó theo a. 


«- 
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§3. KHÁI NIỆM VỀ THỂ TÍCH CỦA KHỐI ĐA DIỆN 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


e Thể tích V của khối chóp có diện tích đáy B và chiêu cao h là V = 2B. 


e Thể tích V của khối lăng trụ có diện tích đáy B và chiêu cao h là V= Bh. 
e Thể tích của khối hộp bằng tích của diện tích đáy và chiêu cao của nó. 
e Thể tích của khối hộp chữ nhật bằng tích ba kích thước của nó. 
Chú ý. 1) Tỉ số thể tích của hai khối đa điện đồng dạng bằng lập phương tỉ số 
đồng dạng. - 
1) Trong một số bài toán ta thường sử dụng kết quả sau : 
Cho khối chóp §.ABC. Trên các đoạn thẳng SA, SB, $C lần lượt lấy 
_ SA SE SƠ 


Ọ Z : V n/ 
ba điểm A', B', C khác với §. Khi đó -S:4BC  ~5^..3..—_ 
WAnc SA SB SC` 


B. CÁC DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


VẤN đề † 


Tính thể tích của một khối đa diện 


1. Phương pháp giải 
a) Chia khối đa diện đã cho thành các khối lăng trụ hoặc các khối chóp đơn giản hơn. 


b) Ghép thêm vào khối đa diện đã cho các khối đa diện quen biết để được 
một khối đa diện đơn giản hơn. 


c) Tìm tỉ số thể tích giữa khối đa diện đã cho với một khối đa diện đã biết thể tích. 
2. Ví dụ 


Cho khối hộp chữ nhật ABCD.A 8C ”D' có AB = a, BC = b, AA' = c. Gọi È và 
F lần lượt là trung điểm của 8C” và C7“. Mặt phẳng (AEF) chia khối hộp đó 


thành hai khối đa diện (H) và (H), trong đó (H) là khối đa diện chứa đỉnh A“. 


Tìm thể tích của (H) và (H?. 


Giải 
Giả sử đường thẳng EƑ cắt đường thẳng 
A®' tại ! và cắt đường thắng A7D' tại J: 
AI cắt BB' tại L, AJ cắt DD' tại M 
(h.1.10). 


Gọi (K) là tứ diện AA 7. 


Khi đó Ví = W{) —ÝI B'Jg ~ Vự.p'jp - 


Vì EB'= EC' và B1 /JCF 


AB AD l Hình 1.10 


nên B7 = CF = - Tương tự, D7 = 


Từ đó theo định lí Ta-lét ta có „ma. n - _ 
| w AA lÁA 3  AA JA 3 - 


| : 
Do đó Vị gg¡ = 15325 bệ, Tương tự, Vy rrry = 


2\L2. 20) 3. ‹ T2 72 
Vì Vu 2=”: 1. 3a. KiA sec SaÐC siến Mụg, = ^8ÐC _ 2dÖc _ 25abc 
2 VÓ với và = __— Tô 
47abc 
và WVjrraạ = 
GẠU 112 


Lục Vu ár2 VẤN đề 2 


Dùng cách tính thể tích để giải một sÕ bài toán hình học 


1. Phương pháp giải 

a) Tính các đại lượng hình học của khối đa diện theo thể tích của khối đa diện ấy. 
b) Dùng hai cách để tính thể tích của cùng một khối đa diện rồi so sánh 
chúng với nhau để rút ra đại lượng hình học cần tìm. 

2. Ví dụ 


® dụ 1. Cho hình chóp tam giác S.ABC có đáy là tam giác vuông ở B. Cạnh 
SA vuông góc với đáy. Biết rằng AB = a, SA = b. 


Hãy tính khoảng cách từ A đến mặt phẳng (SBC).. 
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l6 


_ (ABC). Chứng minh rằng TẦU cụ C 


Giải 
Theo định lí ba đường vuông góc, BC vuông góc 
với hình chiếu ÁB của đường xiên $8 nên 8C 3 
vuông góc với S%. 
Gọi h là khoảng cách từ A đến mặt phẳng (SBC), c- 
V là thể tích hình chóp S.ABC thì b 


V= —S4.AB.BC = 1.SB.BC : 


SA.AB.BC _ SA.AB a ÀV 
SB.BC SB 


""“..”.... 


Nị a?+b | 
1 áu 2. Cho tứ diện ABCD và M là một điểm trong của tứ diện đó. Gọi hạ, hp, 
he, hp lần lượt là khoảng cách từ A, B, C, D đến các mặt đối diện và 7a, 7p, 
mẹ, mp lân lượt là khoảng cách từ M đến các mặt (BC), (CDA), (DAB), 


Từ đó suy ra h = 
Hình 1.11 


oi dải CÓ, 


hA. hp lếc” 


TÀI 


Gửi 
Gọi thể tích các khối tứ diện 
ABCD, MBCD, MCDA, MDAB, 
MABC theo thứ tự là V, V„, Vg, 


B 
Ve, Vp (h.1.12), ta có : 
YA _ PA _..ự Sỉ. ải l 
J. Đẹ nh C Hình 1.12 


Tương tự, Vẹ =— 8V, W=—CV, Vp=—ÐV. 
hp hc hp 


Đo đó V= Vụ Vy +Vc +Vp =| TA + + ¡ Tp  y 
hẠ hp hẹ hp 


He _m 
Từ đó suy ra ¬ ng .LEC TP =†, 


A ñp TP hp 


UTC 
Tìm tỉ số thể tích của hai khối đa diện 
1. Phương pháp giải 
a) Tính thể tích của từng khối đa diện. 


ŸYs.AgC: _ SA. SE SC”. 
Wapo SA SB $%C 


b) Sử dụng chú ý ¡¡) với công thức 


2. Ví dụ 


_ Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD. Mặt phẳng (P) qua A và vuông góc với $C 
cắt SB, SC, $D lần lượt tại B', C', D“ Biết rằng AB = a, ˆ =: 
a) Tính tỉ số thể tích của hai khối chóp $.ABC'và S.ABCD. 
b) Tính thể tích của khối chóp S.AB'C?D". 
Giải 
a) Gọi SH là đường cao của hình chóp 
tứ giác đều S.ABCD, SH cắt (P) tại H 
(h.1.13). Khi đó H là giao của AC và BD. 
Vì BD L (SAC) nên BD L $%C. Do đó 
BD //(P). Từ đó suy ra (P) cắt (SDB) theo 
giao tuyến B7“ song song với BD. Do đó 
n = se = Sai =— HB = HD và 
SD $H $%B_` 3 | 
DP' L AC”. Giả sử đường thẳng qua H 
song song với AC” cắt $C tại E. Khi đó 


FC =b LẺ sở: 
»k 3 
| d6 40062 So. 
SE 3 SE Hình 1.13 
Do đó SC” = 2EC” = CC. 
Tacó: (SAED._2.2.4 Wgcpw _2 2 1_2, 
Wap 3 3 9 VWcpop 332 9 
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1.14. 


1.15. 


1.16. 


1.18. 


18 


Từ đó suy ra Ý$ Agc“p/ = Vs Agp + ẲS g7 = l 79 


V +, , , l1 
Vậy YSABCĐD' „1. 
VWgApCD 3 


b) Theo chứng minh trên ta có AC” vừa là đường cao vừa là trung tuyến của 
A SAC nên AS= AC. Do đó A SAC đều. Từ đó suy ra 


`". V3 _V6„ 
2 ý TI. B2 
146 3 6 3 
V. =——ú = 
S.ABCD 3 2 6 
D2. 
Từ đó suy ra Vẹ 4pœp'=——đ 
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C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 
Cho khối chóp tam giác đều S.ABC có đáy là tam giác đều cạnh bằng z2, các 
cạnh bên tạo với đáy một góc 60”. Hãy tính thể tích của khối chóp đó. 
Cho khối chóp S.ABC có đáy là tam giác cân, AB = AC = 5a, BC = 6a và các 
mặt bên tạo với đáy một góc 60°. Hãy tính thể tích của khối chóp đó. 


Cho hình chóp tam giác ŠS.ABC có đáy là tam giác vuông ở Ö. Cạnh SA 
vuông góc với đáy. Từ A kẻ các đoạn thẳng AD vuông góc với ŠB và AE 
vuông góc với $C. Biết rằng AB = a, BC = b, SA = c. 

a) Hãy tính thể tích khối chóp S.ADE. 


b) Tính khoảng cách từ E đến mặt phẳng (S4Đ). 
1.17. 


Chứng minh rằng tổng các khoảng cách từ một điểm trong bất kì của một tứ 
điện đều đến các mặt của nó là một số không đổi. 


Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A BC O' có AB = a, BC = 2a, AA' = a. Lấy 
điểm M trên cạnh AD sao cho AM = 3 MD. _ 

a) Tính thể tích khối chóp M.ABC. 

b) Tính khoảng cách từ đến mặt phẳng (ABC). 


28-BT HÌNH HỌC 12-C 


1.19. 


1.20. 


1.21. 


1.22. 


1.23. 


1.24. 


1.25. 
1.26. 


1.27. 


1.28. 


Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'Œ“Ð' có AB = a, BC = b, AA' = c. Gọi M⁄ 
và N theo thứ tự là trung điểm của A ' và BC". 


-_ Tính tỉ số giữa thể tích khối chóp DDMN và thể tích CC hộp chữ nhật 


ABCD.ABCD. 
Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'BCD' có AB = a, BC = b, AA' = c. Gọi E và 
Ƒ lần lượt là những điểm thuộc các cạnh B8” và DĐ” sao cho BE = 2E, 


DF =-FU. Mặt phẳng (AEF) chia khối hộp chữ nhật ABCD.A'BC'D' 


thành hai khối đa diện (H) và (H). Gọi (H ì là khối đa diện chứa đỉnh A., 
Hãy tính thể tích của (H) và tỉ số thể tích của (H) và (H'`). 


Cho hình hộp ABCD.ABC?.. Gọi E và F lần lượt là trung điểm của BC” và 
CD. Mặt phẳng (AEF) chia hình hộp đó thành hai hình đa diện (/) và (?, 
trong đó (H) là hình đa diện chứa đỉnh A”. Tính tỉ số giữa thể tích hình đa 
diện () và thể tích hình đa diện (H?, 


BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG I 


Hình được tạo thành từ hình lập phương ABCD.A'BC'D' khi ta bỏ đi các 
điểm trong của mặt (ABCĐ) có phải là một hình đa diện không ? 


Chứng minh rằng mỗi đỉnh của một: hình đa diện là đỉnh chung của ít nhất 
ba cạnh. 


Chứng minh rằng mỗi hình đa diện có ít nhất 6 cạnh. 
Chứng minh rằng không tồn tại hình đa diện có 7 cạnh. 


Cho hai đoạn thẳng AB và CD chéo nhau, AC là đường vuông góc chung của 
chúng. Biết rằng AC = h, AB = a, CD = b và góc giữa hai đường thẳng AB và 


CD bằng 60°. Hãy tính thể tích của tứ diện ABCD. 
Tính thể tích khối lăng trụ có chiều cao bằng ø, đáy là ngũ giác đều nội tiếp 
trong một đường tròn bán kính z. 
Cho tứ diện *`u ABŒP. Gọi (H) là hình bát diện đều có các đỉnh là trung 
W 

(H) 


điểm các cạnh của tứ diện đều đó. Tính tỉ số 
_ VABCD 
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1.29. 


1.30. 


1.31. 


1.32. 


1.33. 


1.34. 


20 


Cho lăng trụ đứng ABC.A'BC' có đáy là tam giác đều cạnh bằng a. Gọi M, 

N và E theo thứ tự là trung điểm của BC, CC” và C“A'. Đường thẳng EN cắt 

đường thẳng AC tại Ƒ, đường thẳng MA cắt đường thẳng BC” tại L. Đường 

thẳng FM kéo dài cắt AB tại !, đường thẳng LE kéo dài cắt A'' tại 7 

a) Chứng minh rằng các hình đa diện /BM/.JBL và A'EJ.AFI là những hình 
chóp cụt. 

b) Tính thể tích hình chóp Ƒ AIA.. 

c) Chứng minh rằng mặt phẳng (MNE) chia khối lăng trụ đã cho thành hai 
khối đa diện có thể tích bằng nhau. 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 


Hãy chọn cụm từ (hoặc từ) cho dưới đây để sau khi điền nó vào chỗ trống 
mệnh đề sau trở thành mệnh đề đúng : 


"Số cạnh của một hình đa diện luôn ................ số mặt của hình đa diện ấy." 
(A) bằng ; (C) nhỏ hơn ; 
(B) nhỏ hơn hoặc bằng ; (D) lớn hơn. 


Hãy chọn cụm từ (hoặc từ) cho dưới đây để sau khi điển nó vào chỗ trống 
mệnh đề sau trở thành mệnh đề đúng : 


"Số cạnh của một hình đa diện luôn ............. số đỉnh của hình đa diện ấy." 
(A) bằng ; (C) nhỏ hơn ; 
(B)lớnhơn; _ (D) nhỏ hơn hoặc bằng. 


Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào si ? 

(A) Hình lập phương là đa diện lồi. 

(B) Tứ diện là đa diện lồi. 

(C) Hình hộp là đa diện lồi. 

(D) Hình tạo bởi hai tứ diện đều ghép với nhau là một hình đa diện lồi. 
Cho một hình đa diện. Tìm khẳng định si trong các khẳng định sau : 
(A) Mỗi đỉnh là đỉnh chung của ít nhất ba cạnh ; 

(B) Mỗi đỉnh là đỉnh chung của ít nhất ba mặt ; 

(C) Mỗi cạnh là cạnh chung của ít nhất ba mặt ; 

(D) Mỗi mặt có ít nhất ba cạnh. 

Có thể chia một hình lập phương thành bao nhiêu tứ diện bằng nhau ? 
(A) Hai ; (B) Vô số ; (CQ Bốn ; (D) Sáu. 


1.35. 


1.36. 


1.37. 


1.38. 


1.39. 


1.40. 


1.41. 


1.42. 


1.43. 


Số cạnh của một hình bát diện đều là : 


(A) tám ; (C) mười hai ; 
(B) mười ; | (D) mười sáu. 
Số đỉnh của một hình bát diện đều là : 

(A) sáu ; (C) mười ; 
(B) tám ; (D) mười hai. 
Số đỉnh của hình mười hai mặt đều là : 

(A) mười hai ; (C) hai mươi ; 
(B) mười sáu ; (D) ba mươi. 
Số cạnh của hình mười hai mặt đều là : 

(A) mười hai ; (C) hai mươi ; 
(B) mười sáu ; (D) ba mươi. 
Số đỉnh của hình hai mươi mặt đều là : 

(A) mười hai ; (C) hai mươi ; 
(B) mười sáu ; (D) ba mươi. 


Cho (H) là khối lăng trụ đứng tam giác đều có tất cả các cạnh bằng 4. 
Thể tích của (H) bằng : 


3 : 3 
(A) —; œ2 X3, d2. 
%¿ Mh 3 


Cho (H) là khối chóp tứ giác đều có tất cả các cạnh bằng a. 
Thể tích của (j) bằng : | 
3 3 42 3 À3 3 ã 

a a 2 4 N3 a3 
KÁU (B) ——;- @€) ——; (D) ——. 

5 6 _ 
Cho tứ diện ABCD. Gọi B' và C” lần lượt là trung điểm của AB và AC. Khi đó 
tỉ số thể tích của khối tứ diện AB”C 'D và khối tứ diện ABCD bằng : 


Tiền | II ñ 
(A) 27 bo TP (©) n KG 


Cho hình lăng trụ ngũ giác ABCDEABCDT. Gọi A”, B”, C”, D”, E” lần 


lượt là trung điểm của các cạnh AA', 8B, CC”, DD', EE”. Tỉ số thể tích giữa 
khối lăng trụ ABCDE.A”B”C”D”E” và khối lăng trụ ABCDE.ABCfDE' bằng : 


Tổ T, nh 
(A) 2) (B) TP (C) s7 (D) 10 
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1.44. Cho hình chóp tứ giác S.ABCD có thể tích bằng V. Lấy điểm Á' trên cạnh S4 


sao cho $4” = s64. Mặt phẳng qua A' và song song với đáy của hình chóp 
cắt các cạnh $B, SC, SD lần lượt tại B, C' D“ Khi đó thể tích hình chóp 
$.ABCTD' bằng : | 
_.. V V * xô JV/ 
A)—; B) — ; C) —; D) —. 
ĐÀ) Nộp D (C) C 


HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP SỐ 


§1. KHÁI NIỆM VỀ KHỐI ĐA DIỆN 


1.1. 
1.2. 
1.3. 


1.4. 


1.5, 
1.6. 


¬>. 


1.8. 


⁄42 


Dùng phép đối xứng qua tâm của hình hộp. 


Dùng phép tịnh tiến theo vectơ AE biến lăng trụ ABC.EFG thành lăng trụ Z⁄ƑG.A B'C.. 


Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD. Hai đường chéo AC, BD và hai đường thẳng nối 
trung điểm các cặp cạnh đối diện của hình vuông ABCD chia hình vuông ABCD thành 
tám tam giác bằng nhau. Xem mỗi tam giác đó là đáy của một hình chóp đỉnh Š ta sẽ 
được tám hình chóp bằng nhau. 


Cho tứ diện đêu ABCD. Gọi Œ là giao điểm của các đường thẳng nối đỉnh với trọng tâm 
của mặt đối diện. Khi đó dễ thấy các tứ diện GABC, GBCD, GCDA, GDAB bằng nhau. 


Hình chóp có đáy là đa giác k cạnh. 


Lấy một hình chóp SA Ất ý có đáy là đa giác £—1 cạnh. Ghép thêm vào mặt 54;_1Á¡ 


và về phía ngoài của hình chóp đó hình chóp B.S4¿_¡A¡ ta sẽ được một hình đa diện có 
2k + 1 cạnh. 


a) Gọi số mặt và số cạnh của một hình đa diện theo thứ tự là m và c. Do mỗi mặt có ít nhất 
ba cạnh và mỗi cạnh là cạnh chung của đúng hai mặt nên 2c > 3z. Từ đó suy ra c > m. 

b) Gọi số đỉnh và số cạnh của một hình đa diện theo thứ tự là đ và c. Do mỗi đỉnh là đỉnh 
chung của ít nhất ba cạnh và qua hai đỉnh có đúng một cạnh nên 2c > 3đ. Từ đó suy ra 
c>ả. 


Gọi Ä⁄ạ là một mặt của hình đa diện (7). Gọi A, B, C là ba đỉnh liên tiếp của Mị. Khi đó 


AB, BC là hai cạnh của (H). Gọi M¿ là mặt khác với ÄM⁄¡ và có chung cạnh AB với Mí. 


Khi đó Ä⁄2 còn có ít nhất một đỉnh D khác với A và 8. Nếu D = C thì Mĩ và Mạ có hai 


cạnh chung AB và ÖC, điều này vô lí. Vậy D phải khác C. Do đó (HN) có ít nhất bốn đỉnh 
A,B,C, D. 


1.13. Ta có tứ giác ABCD là hình vuông 


có cạnh bằng z (h.l.16). 
Do đó tứ giác ABŒ?“ là hình 
vuông có cạnh bằng h và 
(ABC 7D) 1! (A“B”C”D”). Ngoài ra 
ta có AA” /  EF nên 
AA” L (AB 'C"D”). Tương tự 
BB",CC”, DD” cũng song song 
với kF. Từ đó suy ra 
ABCD'A'B°C”D” là một hình 
hộp chữ nhật. 

v2 


Vì EF = 42 anên AA”= ——8: 


Vậy hình hộp đó có ba kích thước là : 


Hình 1.16 


§3. KHÁI NIỆM VỀ THỂ TÍCH CỦA KHỐI ĐA DIỆN 


1.14. Kẻ Sj L (ABC). Đường thẳng AH cắt BC tại 1. 


Do §.ABC là hình chóp tam giác đều nên H là - 


trọng tâm của AABC. 
Do đó AI = NT 2 3. v3 
2 3 s2 3 


SAH =60° (h.1.17). 


3 


SH =AH tan609° “ở 3=. 


Thể tích khối chóp S.ABC là : 


Hình 1.17 


1.15.Kẻ $H L (ABC) và HA', HB', HC' lần lượt vuông góc với BC, CA, AB. Theo định lí ba 
đường vuông góc ta có SA' L BC, §B' L CA, SC” L AB (h.1.18). 
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Từ đó suy ra ŠAH = SB“H = SCH = 60°. Do đó các tam giác vuông SHA',SHB', SHC” 


bằng nhau. Từ đó suy ra HA' = HB' = 


HC'. Vậy H là tâm đường tròn nội tiếp tam giác 


ABC. Do tam giác ABC cân ở A nên AH vừa là đường phân giác, vừa là đường cao, vừa là 
đường trung tuyến. Từ đó suy ra A, H, A' thẳng hàng và A' là trung điểm của BC. 


1.16. 


Do đó AA”2 = AB2 - BA?2 =25a2 —9a2 = 16a2. 
Vậy AA' = 4a. | 


Gọi p là nửa chu vi của tam giác ABC, 
r là bán kính đường tròn nội tiếp của nó. 


Khi đó 


SApc = 26a4a =12a? = pr = §ar. 


'Từ đó suy ra r = 4: 


343 


Do đó §H = HA”tan 609 = .. 
Hình 1.718 
Thể tích khối chóp là V = 2.124” ` =64/3a3. 
15A 


BC | 
a) Ta có => BC Ì (SAB). 
BC L AB : 


Vì AD c (S4P) nên AD L BC. 

Mặt khác AD L §B nên AD L (SBC). 
Từ đó suy raAD L &$C. 

S»C L AE 
SC .LAD 
hay SE L (ADE) (h.1.19). 

Trong tam giác vuông S4 ta có : 


$A.AB =AD.SB + AD« 2522 __ 4c 
S»B g2 3. c2 


|->$C 1 (ADE)=- S€ + DE 


Tương tự, trong tam giác vuông SÁC ta có : 
$A.AC __ c\a2+b? Hình 1.19 


$C  đa?+b?+c?. 
DoAD L (SBC) nên AD L DE. Từ đó suy ra 
c2(a2 +bˆ^) a?c? 


.. 2 Z=—_—_— 
ad?+b?+c1 a?+c (a2 +b2 +c2)⁄(a? +c?) 


AE 


DE=\JAE? -AD7 = 


2/22 „p2 2 
$E =^ÍSA2 - AE2 = 8 2m.L.ã0ng 2A) C 


22+Ð?+c2 \a2+b2+c2. 


Hảo 


— lì sẽ... .... 


_ abcŠ 
6(a2 +b2 +c2)(a2 + c2) 


b) Gọi đ là khoảng cách từ E đến mặt phẳng (S4Đ). 


a2 c2 2 
Ta có $D =A|SA2 - AD2 =,|c2— Km. 
a? BS BE 
1l 1 = 
V..._=V =3:2§D.ADd=c-=—— 
S.ADE E.SAD 32 cư TT: 
bc? 


Kết hợp với kết quả trong câu a) ta suy ra đ==————————. 
a? +bˆ+c2 


- Ta có tứ diện đều ÁABCD, M là một điểm trong của nó. Gọi V là thể tích, Š là điện tích 


mỗi mặt của tứ diện đều ABCD, hạ, hp, hc , hp lần lượt là khoảng cách từ M đến các mặt 
(BCD), (CDA), (DAB), (ABC). 


Khi đó ta có V =W +Ỳ +V +V = h.+h +h.+h. }. 
MBCD —~ ” MCDA GP, MABC 3 Á' JYẾ” "2ý 


Từ đó suy ra hẠ + hp + hc + hp = =. 


. a) Thể tích khối chóp M.AB“C bằng thể tích 
khối chóp B.AMC (h.1.20). Ta có 


3 3 1„ „3ø? 
TẤN” 1 AB g2 05400 ca 
1L 3a2 a° 
Do đó V  2IBPTDEPNEI Nxn 


b) Gọi h là khoảng cách từ M đến mặt 

phẳng (AB“C). 

Khi đó V„ sac = 
2 3.2 2 , , 

Vì AC” = BC” = 5a“ nên tam giác ACB' cân 

tại C. Do đó đường trung tuyến C¡ của tam 

giác ACB' cũng là đường cao. | Hình 1.20 


2 
2 2 
TàcG:ÉT SÉA sAl s5 72C 2 | g6 c6... 
2 2 2 
3a 1 3z 3a 
Do đó CI = XÊ — Snn =—-—=: a2 = 38”. Từ đó suy ra h = 3 
J2 "IV IEEE) : 
1.19. Thể tích khối chóp D.DMN bằng thể tích 


khối chóp Đ.DMN. 


Ta có Šp1⁄N = A#Cp'— (SA + SDCN bã ŠgN) 


=ab-(—+—+—)=_—— 
8 T7) § 
Thể tích khối chóp D.DMN = —“.. 


Từ đó suy ra tỉ số giữa thể tích khối chóp 
D.DMN và thể tích khối hộp chữ nhật 


ABCD.ABCD' bằng s (h.1.21). 


1.20. Giả sử (AEF) cắt CC' tại 7 (h.1.22). Khi đó ta có 
AE/JJFLI AF I¡ EI nên tứ giác AEIF là hình bình 


hình chữ nhật. Từ đó suy ra F7 song song và bằng 


hành. Trên cạnh CC” lấy điểm j sao cho 
C7 = DF. Vì C7 song song và bằng DƑ nên JF /Jsc, 
song song và bằng CD. Do đó tứ giác CDF7 là B F 


AB. Do đó AF song song và bằng 8J. Vì AF cũng 


song song và bằng #ï nên B7 song lờ và bằng b 
EI. Từ đó suy ra J = EB = DF = JC = 
líc+2cÀ, be - 

Ta có § =—| —— |b=—. ? 

BCIE I 3 ) 2 B 

| :. J[.e+2e qc 
DCIF— 2 3 3. 
| l bc l ac abc 

nên W„) =V„ peyg Ð ŸA ncyp= 3 "7 ng nã 
Vì thể tích khối hộp chữ nhật ABCD.A'B'C7D' bằng abc nên Ũ HĐ 


V 
Từ đó suy ra ch 
(H) 


_, 
; 


Hình 1.22 


S52c: 
3 


vi 


1.21. Giả sử đường thắng EƑ cắt đường thẳng A'' tại ï và cắt đường thẳng A'D' tại 7. AI cắt 


_BB' tại L, AJ cắt DD' tại M. Gọi Vọ là thể tích khối tứ diện AA7/. V là thể tích khối hộp 


ABCD.A BC TT) (h.1.23). 


Vì ÉB'= EC' và BT jj C T' nên IB'= FC"= +. 


D6 đó 2 sẻ. 

IA 3 
Để ý rằng B'E /J A7, BL JJAA. 
"` nh. 


lA lJ IA 3 


V , 3 
Từ đó suy ra : niD) ĂỶ 


TJAAt 3 vài 
1 
Do đó V, —V,.. 
KHHI.. A0 Hình 1.23 
Tương tự V : ——Ỳ- 


J.MFD' =r 0 


Gọi AB = a, BC = b, đường cao hạ từ A xuống (A'8'C72) là h thì 


. 1(1 3a 3b 3V 
V= V.pcp Agc+y = hab.sin BAD, t,=3| 2-2-2 sinBAD Ìh x_. 
V 
(”) 7i bXi 27 § 72 (HH) 72 VWựa 47 


BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG I 


1.22. Không phải. Vì trong hình đó có cạnh (chẳng hạn AB) không phải là cạnh chung của 


đúng hai đa giác. 


1.23. Lấy một đỉnh Ö tuỳ ý của hình đa diện (). Gọi 3⁄¡ là một mặt của hình đa diện (H) 


chứa B. Gọi A, B, C là ba đỉnh liên tiếp của Mĩ. Khi đó AB, BC là hai cạnh của (H). 
Gọi M›ạ là mặt khác với M ¡ và có chung cạnh 4 với Mĩ. Khi đó M2 còn có ít nhất một 


đỉnh D sao cho A, B, D là ba đỉnh khác nhau liên tiếp của M;. Nếu D = C thì Äị và Mạ 
có hai cạnh chung AB và 8C, điều này vô lí. Vậy D phải khác C. Do đó qua đỉnh ð có ít 
nhất ba cạnh BA, BC và BD. 


1.24. Gọi Mị là một mặt của hình đa điện (). Khi đó Ä¡ có ít nhất ba cạnh liên tiếp c\, ca, 
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cạ. Gọi M› là mặt khác ÄM⁄ và có chung cạnh cq với Ä⁄¡. Như thế M› còn có ít nhất hai 
cạnh ca, cs khác c¡ nữa. Vì Mị và M+ đã có một cạnh chung c¡ thì cạnh chung đó phải 


duy nhất nên ca, cs phải khác ca, c. Như vậy c\, cạ, c3, cạ, cs khác nhau. Gọi Ä⁄4 là mặt 
khác Ä và có chung cạnh c¿ với Mì. Khi đó M3 có ít nhất hai cạnh cs và c; (khác ca) 
nữa. Do c; là cạnh chung duy nhất của M và M+x nên c khác với c¡ và cạ. Tương tự, c 
cũng khác với c¡ và ca. | 

Nếu cạ khác với ca và cs thì (H) có ít nhất 6 cạnh là c1, ca, ca, ca, €s, C§. 


Nếu cạ = ca thì vì M; và Ä⁄x chỉ có thể có nhiều nhất một cạnh chung nên c; phải khác 
ca và ca. Khi đó (H) có ít nhất 6 cạnh là c1, ca, c3, cạ, €s, €2. 


Nếu cạ = cs thì lí luận tương tự như trên (H) cũng có ít nhất 6 cạnh. 
Từ đó suy ra điều phải chứng minh. 


1.25. Giả sử tồn tại hình đa diện'() có 7 cạnh. Khi đó (H) không có mặt nào có số cạnh lớn 
hơn hoặc bảng 4. Thật vậy, giả sử (H) có mặt S có số cạnh lớn hơn hoặc bằng 4. Do mỗi 
đỉnh của Š là đỉnh chung của ít nhất ba cạnh nên tại mỗi đỉnh của nó có thêm ít nhất một 
cạnh đi qua. Vậy số cạnh của (H) lớn hơn hoặc bằng 8. Điều này trái với giả thiết. Vậy 
các mặt của (H) là những tam giác. Gọi c, lần lượt là số cạnh, số mặt của (#). Do mỗi 
cạnh là cạnh chung của đúng hai mặt nên ta có 3m = 2c = 14. Điều này vô lí vì m là số 
nguyên dương. 


1.26. Dựng BE song song và bằng DC, DF 


E B 
song song và bằng BA. Khi đó `. 
ABE.FDC là một lăng trụ đứng (h.1.24). 


Ta có : Š BE =2 db-sin60° =a X3, 
1 43 v3 
VỘ- App = si, aph= Xa abh . C D 
: 3 
Từ đó suy ra Ÿ, s«p = ŸA gọg Ỷp TỦ F 


Hình 1.24 
1.27. Chia đáy của lăng trụ đã cho thành năm tam giác cân có chung đỉnh Ó là tâm đường tròn 
ngoại tiếp đáy. Khi đó diện tích đáy bằng s, sin72°. Do đó thể tích lăng trụ đó bằng 


Š hr? sin T29. 
2 
1.28. Gọi cạnh của tứ diện đều ABCD là az thì cạnh của hình bát diện đều (#) là = . Khi đó 


3 V 
V... =a3Ÿ2,v =2(5) V5 2/252 Twbodyac GSe 
2 % ABCD — 2 
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1.29. a) Gọi Š là giao của hai đường thẳng MN và BB'. Khi đó S, !, 7 là điểm chung của cả hai 
mặt phẳng (MNE) và (ABB'A) nên chúng thẳng hàng, Do đó ba đường thẳng BB', MN và 
1J đồng quy. Đa diện IBM.JB7L có hai mặt (IBM) và (JBL) song song, các cạnh 8B, MN 
và jj đồng quy nên nó là một hình chóp cụt. Tương tự, đa diện A'EJ.AF1 cũng là một 
hình chóp cụt (h.1.25). 


b) Hai tam giác NCF và NC E có € = C-= 909, 
NC=NC”, CNF =CNE nên chúng bằng nhau. 


Do đó CF =CE= C. Ẫ 
Tương tự, C7= CM = : . Từ đó suy ra tam giác CF 


cân ở Œ. Ngoài ra ta còn có CMEF = BMI =30°- 


và IBM =60° nên MIB = 909 ,IB= ==. 
và IM = nụ _ : Hình 1.25 


Vì FI L AB, FI LAA' nên FI L (AI7/A). Ta có diện tích hình thang vuông A47! bằng 
l(3a 4a ab 

—|—+—|b=—. 

2\(4 4 : 
Gọi K là trung điểm của M⁄Ƒ thì do tam giác MCF cân ở C nên CK L ME. Từ đó suy ra 
hai tam TH vuông CMfK và BMI bằng nhau. 
Do đó MF = MK = MI. Từ đó suy ra FI = BE Vậy V.„ bi S2 33 — X3 va, 

4 AUA 32 } 4 8 


3.3 


c) Lí luận như ở câu b) ta có C1 = CM = s1 L AB vàLJ= KG 


Giả sử mặt phẳng (MMNE) chia khối lăng trụ đã cho thành hai khối đa diện (#) và (H?, 
trong đó (H) là khối đa diện chứa đỉnh A, (H) là khối đa diện chứa đỉnh B.. 


Ta thấy Vu = Vi ygr — VN gợp v VY E V4 Ap — ŸN cụ - 
Vì A7BM = AJATEF, AJBL= AIAF, BB'= A^A nên VimM.Jg ng 2u 


Ngoài ra hai hình chóp N.EC + và N.FCM có đường cao bằng nhau và có đáy là những 
tam giác bằng nhau nên chúng có thể tích bằng nhau. 


Từ đó suy ra Vy = V3 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 


130(D0) 1.32(D) 1.34(B) 1.36(A) 1.38(D) 140(C) 1.42(B) 1.44(C). 
131(B) 133(C) 135(C) 137(C 1.39(A) 141(B) 1.43(A) 
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/IIÌM | MẶT NÓN, MẶT TRỤ, MẶT CẦU 


§1. KHÁI NIỆM VỀ MẶT TRÒN XOAY 


A. CÁC KIÊN THỨC CẦN NHỚ 


` 


I- SỰ TẠO THÀNH MẶT TRÒN XOAY 
Trong không gian cho mặt phẳng (P) chứa đường thẳng A và chứa đường Z. 
Khi quay mặt phẳng (P) xung quanh A một góc 360° thì đường tạo nên 


một mặt tròn xoay. Mặt tròn xoay đó nhận A làm /r„c, đường Z được gọi là 
đường sinh. 


JI- TÍNH CHẤT CỦA MẶT TRÒN XOAY 


— Nếu cắt mặt tròn xoay bởi một mặt phẳng Sưêng góc với trục A ta được 
glao tuyến là một đường tròn có tâm trên A. 


— Mỗi điểm ẢM trên mặt tròn xoay đều nằm trên một đường tròn thuộc mặt 
tròn xoay và đường tròn này có tâm thuộc trục tròn xoay A. 


II- MẶT NÓN TRÒN XOAY 


1. Định nghĩa. Trong mặt phẳng (P) cho hai đường thẳng A và đ cắt nhau tại 


Ó tạo thành góc # với 0° << 90°. Mặt tròn xoay sinh ra bởi đường thẳng 
đ khi quay mặt phẳng (P) xung quanh A sao cho góc # không đổi gọi là mặt 
nón tròn xoay đỉnh Ó. Người ta thường gọi tắt mặt nón tròn xoay là mặt nón. 
Đường thắng A gọi là /rục, đường thẳng đ gọi là đường sinh, góc 2# gọi là 
góc ở đỉnh của mặt nón tròn XOAy. 
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2. Tính chất 

a) Nếu cắt mặt nón tròn xoay đỉnh Ø bởi mặt phẳng đi qua đỉnh Ó ta có các 

trường hợp sau đây : 

— Mặt phẳng cắt mặt nón theo hai đường sinh ; 

~ Mặt phẳng tiếp xúc với mặt nón theo một đường sinh. Trong trường hợp này 
người ta gọi mặt phẳng đó là Øiếp điện của mặt nón ;_ _ 

— Mặt phẳng chỉ có một điểm Ó chung duy nhất với mặt nón, ngoài ra không 
có một điểm chung nào khác. 


b) Nếu cắt mặt nón tròn xoay đỉnh Ó bởi mặt phẳng (P) không đi qua đỉnh Ó 

ta có các trường hợp sau đây : 

— Nếu mặt phẳng (P) cắt mọi đường sinh của mặt nón, ta được giao tuyến là 
một đường elip hoặc là một đường tròn (khi mặt phẳng (P) vuông góc với 
trục A của mặt nón) ; 

~ Nếu mặt phẳng (P) song song với chỉ một đường sinh của mặt nón, ta được 
giao tuyến là một đường parabol ; 


— Nếu mặt phẳng (P) song song với hai đường sinh của mặt nón, ta được giao 
tuyến là hai nhánh của một đường hypebol. 


-3. Hình nón tròn xoay và khốt nón tròn xoay 


Cho tam giác Ó!M vuông tại /. Khi quay tam giác đó xung quanh cạnh góc 
vuông Oï thì đường gấp khúc OMĨ tạo thành một hình gọi là hình nón tròn 
xoay (hay hình nón). Hình tròn tâm ï bán kính /M gọi là mặt đáy, điểm Ó gọi 
là đỉnh, độ dài OI gọi là chiều cao và độ dài OM gọi là đường sinh của hình 
nón đó. 

Khối nón tròn xoay (hay khối nón) là phân không gian được giới hạn bởi một 
hình nón tròn xoay kể cả hình nón đó. 


4. Diện tích xung quanh của hình nón tròn xoay 


Gọi Š„„ là diện tích xung quanh của hình nón có bán kính đường tròn đấy 
bằng r và có độ dài đường sinh bằng Ï. 


Ta có công thức : Š„ = ZrÏ. 


IV- 


3A-BT HÌNH HỌC 12-E 


Diện tích toàn phần của hình nón tròn xoay bằng diện tích xung quanh của 
hình nón cộng diện tích đáy của hình nón. 


5. Thể tích khối nón tròn xoay - 
Gọi V là thể tích của khối nón tròn xoay có chiều cao Ù và có diện tích đáy là B. 


| : ụ 
Ta có công thức W = EY . Nếu bán kính đáy bảng r ta có V = sanh : 


MẶT TRỤ TRÒN XOAY 


1. Định nghĩa. Trong mặt phẳng (P) cho hai đường thẳng A và / song song 
với nhau, cách nhau một khoảng bằng r. Khi quay mặt phẳng (P) xung quanh 
trục A thì đường thẳng / sinh ra một mặt tròn xoay gọi là mới frụ tròn xoay và 
được gọi tắt là mặi irụ. Đường thẳng A gọi là /rc của mặt trụ, đường thẳng ¡ 
gọi là đường sinh của mặt trụ và r là bán kính của mặt trụ đó. 


2. Tính chất 


a) Nếu cắt mặt trụ tròn xoay (có bán kính đáy bằng r) bởi một mặt phẳng (P) 
vuông góc với trục A thì ta được một đường tròn có tâm trên A và có bán kính 
bằng r, r cũng chính là bán kính của mặt trụ đó. 


b) Nếu cắt mặt trụ tròn xoay (có bán kính đáy bằng r) bởi một mặt phẳng (2) 
không vuông góc với trục A nhưng cắt tất cả các đường sinh ta được giao 


ˆ ¬inf d0 18 
ợ 


tuyến là đường elip có trục nhỏ bằng 2z và trục lớn bằng 


góc giữa trục A và mặt phẳng (2) (0 < ø< 90° `). 


c) Nếu M⁄ là một điểm bất kì nằm trên mặt trụ tròn xoay có trục là A và có 
bán kính z thì đường thẳng /' đi qua M và song song với A sẽ nằm trên mặt trự 


đó và như vậy / là một đường sinh của mặt trụ đã cho. 


d) Cho mặt phẳng (2) song song với trục A của mặt trụ tròn xoay và cách A 
một khoảng bằng J. Nếu ở < r thì mặt phẳng (# ) cắt mặt trụ theo hai đường 
sinh, nếu j = z thì mặt phẳng (2) tiếp xúc với mặt trụ theo một đường sinh, 
còn nếu  > r thì mặt phẳng (2) không cắt mặt trụ. 
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3. Hình trụ tròn xoay và khối trụ tròn xoay 


Cho hình chữ nhật ABCD. Khi quay hình chữ nhật đó xung quanh đường 
thắng chứa một cạnh, ví dụ cạnh Að, thì đường gấp khúc A2Cð tạo thành một 
hình gọi là hình trụ tròn xoay (hay hình trụ). 


Khi quay quanh A8, hai cạnh AD và BC sẽ tạo ra hai hình tròn bằng nhau gỌI 
là hai đáy của hình trụ, còn cạnh CD là đường sinh tạo ra mặt xung quanh của 
hình trụ. Khoảng cách AB giữa hai mặt phẳng song song chứa hai đáy là chiêu 
cao của hình trụ. 


Khối trụ tròn xoay là phần không gian đê giới hạn bởi một hình trụ tròn 
xoay kể cả hình trụ đó. Khối trụ tròn xoay còn được gọi tắt là khối trụ. Ta gọi 
mặt đáy, chiêu cao, đường sinh của một khối trụ theo thứ tự là mặt đáy, chiều 
cao, đường sinh của hình trụ tương ứng làm giới hạn cho khối trụ đó. 


4. Diện tích xung quanh của hình trụ 


Nếu gọi 5„„ là diện tích xung quanh của hình trụ có bán kính đáy bằng r và có 
đường sinh bằng ta có công thức : 


Sxa = 27ưÏ 
Diện tích toàn phần của hình trụ trồn xoay bằng diện tích xung quanh của 


hình trụ đó cộng với diện tích hai đáy của hình trụ. 


5. Thể tích khối trụ 


Gọi V là thể tích khối trụ tròn xoay có chiều cao ÿ và có điện tích đáy là B8. Ta 
có công thức V = Bh. Nếu bán kính đáy bằng r ta có 


V=zr?h. 


B. CÁC DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


VẤN đề T 
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Chứng minh đường thắng đ luôn luêz thuộc một mặt nón hay mặt trụ tròn 


_ xOay xác định 


3B-BT HÌNH HỌC 12-0 


1. Phương pháp giải 


Cần khai thác các tính chất của đường thẳng ởđ qua các giả thiết của bài toán để 
đưa về kết luận đ có thể thuộc mặt nón tròn xoay hoặc thuộc mặt trụ tròn xoay. 


2. Ví dụ 


4X đụ 1. Cho hai điểm A, B cố định. Một đường thẳng đ di động luôn luôn đi 


qua A và cách 8 một đoạn không đổi đa = s. Chứng minh rằng đ luôn luôn 


nằm trên một mặt nón tròn xoay. 


Giải 
Ta hãy xét một vị trí tuỳ ý của đường 
thắng đ đi qua điểm A. Trong mặt phẳng 
(đ, AB) kẻ BH L đ tại H và gọi œ = HAB. 
b2 cS số vs 2v 09 
AB AB 2 
Vậy ø không đổi, suy ra đ nằm trên mặt 
nón đỉnh A, nhận ÁB làm trục và có góc ở 


đỉnh bằng 2z= 60° (h.2.1). 


%⁄ đụ 2. Trong mặt phẳng (P) cho đường 
tròn tâm Ó, bán kính r = 6 cm. Qua điểm 
Mí bất kì nằm trên đường tròn, ta kẻ đường 
thẳng m vuông góc với (P). Chứng minh 
rằng đường thẳng mm nằm trên một mặt trụ 
tròn xoay xác định. 


. Giải 

Gọi A là đường thẳng vuông góc với mặt 
phẳng (P) tại ÓO. Vì m L (P) nên 
m JJj A. Đường thẳng m luôn luôn cách 
đường thẳng A cố định một khoảng 
OM = 6 cm. Vậy đường thẳng nằm trên 
mặt trụ tròn xoay nhận A làm trục và có 
bán kính r = 6 cm (h.2.2). 


Hình 2.1 


Hình 2.2 
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đÓ vá: 
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RÚ „2 "`. . "¬... c nyk Š § n Xtt.....ử : sả 
Giải các bài toán tìm thiết điện của một mặt phng với khôi nón. Tính diện 
, ` , ` A? pự T‹ , 
tích xung quanh của hình nón và thể tích của khối nón. 


1. Phương pháp giải 


Sử dụng giả thiết và các tính chất của thiết diện tạo bởi mặt phẳng với hình 
nón (khối nón) để tính diện tích thiết diện, diện tích xung quanh, thể tích của 
khối nón,Sau khi xác định được các yếu tố có liên quan đến thiết diện, diện 
tích xung quanh hoặc thể tích của khối nón, cần khéo léo sử dụng các công 
thức tính điện tích trong hình học phẳng và tìm độ dài các đoạn thẳng dựa vào 
các hệ thức lượng trong tam giác. 


2. Ví dụ 


4X đụ 1. Cho khối nón tròn xoay có đường cao b = 20 cm, bán kính đáy 
r = 25 cm. Một mặt phẳng (P) đi qua đỉnh của khối nón và có khoảng cách 
đến tâm Ó của đáy là 12 cm. Hãy xác định thiết diện của (P) với khối nón và 
tính diện tích thiết diện đó. 


Giải 
Gọi Š là đỉnh của khối nón. Mặt phẳng 
(P) đi qua đỉnh S cắt khối nón theo hai 
đường sinh bằng nhau là $A = SB nên ta 
có thiết điện là tam giác cân SÁð (h.2.3). 


Gọi 7 là trung điểm của đoạn AB, ta có 
OI L AB. Từ tâm O của đấy ta kẻ 
OH L Sĩ tại H, ta có OH L (SAB) và do 
đó theo giả thiết ta có 2H = 12 cm. Xét 
tam giác vuông SÓÏ ta có : 


1 1 | 1 | 


O2 OH2 O92 122 202 
—= OI= 15 (cm). 
Mặt khác, xét tam giác vuông SỚI ta còn có : ÓS.ÓÏ = SLOH. 


Hình 2.3. 


Do đó SĨ = na = 25 (cm). 
OH 12 š 


Gọi ŠS, là diện tích thiết diện SÁB. Ta có : S, = 2AB.SI, trong đó AB = 2AI. 
Vì AI ? = OA7 ~ OI ? = 257 ~ 15 = 202 nên AI = 20 em và AB = 40 cm. 


Vậy thiết diện S4 có diện tích là : S, = ¬ 40.25 = 500 (cm'). 


1ï đụ 2. Cho hình lập phương ABCD.A BC T' cạnh a. Hãy tính diện tích xung 
quanh và thể tích của khối nón có đỉnh là tâm Ó của hình vuông ABCD và 


đáy là hình tròn nội tiếp hình vuông A8 C?.. 


Giải 


Khối nón có chiều cao bằng z và có bán kính đáy r = 2 th.24), 


Do đó diện tích xung quanh của khối nón được tính theo công thức : 


2 T= 
Sxạ= ZrÏÍ trong đó Í = 23|5] CA 
: 2) g/ 
ị P2 
_g đ\5 7Z4^N5 
Vậy S,„= Z#—:——= ` 
Xi. 0427187) 4 


Thể tích của khối nón được tính theo công thức : 


VỊ 
\Ị 
kÌ 
-] 
\ 


\ 


Hình 2.4 
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Cho các yếu tố để xác định mặt trụ tròn xoay hoặc khối trụ tròn XOay 
hoặc hình trụ tròn xoay. Giải các bài toán tìm thiết diện của một mặt 
phẳng với khối trụ, tính diện tích xung nưậng của hình trụ và tính thể tích 
của khối tru. 

1. Phương pháp giải 

Sử dụng giả thiết và các tính chất của thiết diện tạo bởi mặt phẳng với hình trụ 
(khối trụ) để tính diện tích của thiết diện, diện tích xung quanh, thể tích của 
khối trụ. 


2. Ví dụ , 

%⁄ đụ 1. Một khối trụ có chiều cao bằng 20 cm và có bán kính đáy bằng 10 cm. 
Người ta kẻ hai bán kính ÓA và ÓZ” lần lượt nằm trên hai đáy sao cho chúng 
hợp với nhau một góc bằng 30”. Cát khối trụ bởi một mặt phẳng chứa đường 
thắng AB" và song song với trục của khối trụ đó. Hãy tính diện tích của 
thiết diện. 
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Giải 
Từ một đáy của khối trụ ta vẽ hai bán kính ÓA, ÓB 
sao cho AOB=30°. Gọi A” Ø', B' lần lượt là hình 
chiếu vuông góc của A, Ó, Ö trên mặt đáy còn lại. Ta 
có ÓA và Ó'ð' tạo với nhau một góc 30”. Thiết diện là 
hình chữ nhật ABBA. có : 


AB” = OA? + OB - 2OA.OB cos 309 
- 2r? " .... 100(2—^/3). 


Vậy AB = 1042—^/3 em. 
Mặt khác ta có AA” = BB' = OO“ = 20 cm (h.2.5). 
Do đó thiết diện là hình chữ nhật ABB'A' có diện tích là : 


$= ABxBB' =1042-+x/3 x20 =20042—A/3 (cm?. 


Hình 2.5 


2.1. 


4# đụ 2. Một khối trụ có bán kính đáy bằng r và có thiết diện qua trục là một 

hình vuông. 

a) Tính diện tích xung quanh của khối trụ đó. 

b) Tính thể tích của hình lãng trụ tứ giác đều nội tiếp trong hình trụ đã cho 
(hình lăng trụ này có đáy là hình vuông nội tiếp trong đường tròn đáy của 
hình trụ). 

c) Gọi V là thể tích hình lăng trụ đều nội tiếp trong hình trụ và V” là thể tích 


khối trụ. Hãy tính tỉ số m 


Giải 

a) Vì thiết diện qua trục hình trụ là một hình 
vuông nên đường sinh / bằng đường cao ở và 
bằng 2r. Do đó diện tích xung quanh của khối 
trụ đó là : Sự =2Zrl =4: (h.2.6). 

b) Gọi ABCD.A'BCD' là lăng trụ tứ giác đều 
nội tiếp trong hình trụ đã cho. Ta có hình 
vuông ABCD nội tiếp trong đường tròn đáy. 
Do đó AB =rv2 và ta tính được thể tích của : 
hình lăng trụ tứ giác đều nội tiếp trong hình trụ Hình 26 
đã cho là : V = Sapcp.AA'= (A2 )”.2r = Ár”. 


c) Gọi V” là thể tích khối trụ có bán kính đáy bằng r và có chiều cao bằng 2z. 


V  4r 2 


V : 2rŠ LÃ 


Ta có V/= Bh= Z#r7.2r =2r”. Vậy : 


C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 


Một hình nón tròn xoay có đỉnh là D, Ó là tâm của đường tròn đáy, đường 
sinh bằng / và có góc giữa đường sinh và mặt phẳng đáy bằng đ. 
a) Tính diện tích xung quanh của hình nón và thể tích khối nón được tạo nên. 


' - . ? ` z ẽ D 
b) Gọi / là một điểm trên đường cao ĐÓ của hình nón sao cho So =k 


(0< k< D. Tính diện tích thiết diện qua ï và vuông góc với trục của hình nón. 
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2.2. 


2.3. 


2.4. 


2.5. 


2.6. 


271 


2.8. 


2.9. 
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Một hình nón tròn xoay có thiết diện qua trục là một tam giác vuông cân có 

cạnh bằng a. | 

a) Tính diện tích toàn phần và thể tích của hình nón đó. - 

b) Một mặt phẳng đi qua đỉnh tạo với mặt phẳng đáy một góc 609. Tính 
diện tích thiết diện được tạo nên. 


Cho S.4ĐC là hình chóp tam giác đều có các cạnh bên bằng ø và có góc giữa 
các mặt bên và mặt phẳng đáy là ø. Hình nón đỉnh S có đường tròn đáy nội 
tiếp tam giác đều ABC gọi là hình nón nội tiếp hình chóp đã cho. Hãy tính 


diện tích xung quanh của hình nón này theo 2 và đ. 


Cho hình chóp tứ giác đêu S.ABCD có chiều cao $O = h và góc S4B =øœ 
(œ > 45”). Tính diện tích xung quanh của hình nón đỉnh Š và có đường tròn - 
đáy ngoại tiếp hình vuông ABCD của hình chóp. 


Chứng minh rằng trong một khối nón tròn xoay, góc ở đỉnh là góc lớn nhất 
trong số các góc được tạo nên bởi hai đường sinh của khối nón đó. 


Cho khối nón có bán kính đáy r = 12 cm và có góc ở đỉnh là z= 120”. Hãy 
tính diện tích của thiết diện đi qua hai đường sinh vuông góc với nhau. 

Cho mặt phẳng (P). Gọi A là một điểm nằm trên (P) và B là một điểm nằm 
ngoài (P) sao cho hình chiếu ; của B trên (P) không trùng với A. Một điểm 


M chạy trên mặt phẳng (P) sao cho góc ABM = BMH.. Chứng minh rằng 
điểm M luôn luôn nằm trên một mặt trụ tròn xoay có trục là AB. 


Cho mặt trụ tròn xoay (7) và một điểm §$ cố định nằm ngoài (7). Một 
đường thẳng đ thay đổi luôn luôn đi qua Š cắt (7) tại A và Ö. Chứng minh 
rằng trung điểm 7 của đoạn thẳng AB luôn luôn nằm trên một mặt trụ xác 
định. 

Một khối trụ có bán kính đáy bằng r và chiều cao bằng r^/3. 

Gọi A và B là hai điểm trên hai đường tròn đáy sao cho góc được tạo thành 
giữa đường thẳng 48 và trục của khối trụ bằng 30°. 

a) Tính diện tích của thiết điện qua 4Ö và song song với trục của khối trụ. 

b) Tính góc giữa hai bán kính đáy qua A và Ö. 

c) Xác định và tính độ dài đoạn vuông góc chung của 4ÿ và trục của khối trụ. 


2.10. 


2.11. 


2.12. 


Một hình trụ có các đáy là hai hình tròn tâm Ó và Ó' bán kính z và có đường 
cao h =rAJ2. Gọi A là một điểm trên đường tròn tâm Ó và Ö là một điểm 
trên đường tròn tâm Ó” sao cho ÓA vuông góc với ÓO'”. 


a) Chứng minh rằng các mặt bên của tứ diện OABO' là những tam giác 
vuông. Tính thể tích của tứ diện này. 

b) Gọi (2) là mặt phẳng qua AB và song song với ÓÓ.. Tính khoảng cách 
giữa trục ÓÓ" và mặt phẳng (2). 


r2 


c) Chứng minh rằng (2) tiếp xúc với mặt trụ trục ÓÓ' có bán kính bằng E28 
dọc theo một đường sinh. 


Một hình trụ có bán kính đáy bằng 50 cm và có chiều cao  = 50 cm. 

a) Tính diện tích xung quanh của hình trụ và thể tích của khối trụ được tạo nên. 
b) Một đoạn thẳng có chiều dài 100 cm và có hai đầu mút nằm trên hai 

đường tròn đáy. Tính khoảng cách từ đoạn thẳng đó đến trục hình trụ. 

Hình chóp tam giác đều S.ABC có SA = Š%B = S§C = a và có góc giữa mặt bên . 
và mặt phẳng đáy bằng ø. Tính diện tích xung quanh của hình trụ có đường 
tròn đáy là đường tròn nội tiếp tam giác đáy của hình chóp và có chiều cao 
bằng chiều cao của hình chóp. Các mặt bên S4B, SBC, SCA cắt hình trụ theo 
những giao tuyến như thế nào ? 


§2.MẶT CÂU 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


I- MẶT CẦU VÀ CÁC KHÁI NIỆM CÓ LIÊN QUAN ĐẾN MẶT CẦU 


1. Tập hợp tất cả các điểm ÄM trong không gian cách một điểm Ó cố định một 
khoảng không đổi bằng r (r > 0) được gọi là mặt cầu tâm Ó bán kính r và 
thường được kí hiệu là S(Ó ; 7). 


Cho mặt cầu tâm Ó bán kính r và M là một điểm bất kì trong Kiến gian. 
— Nếu OM = r thì ta nói điểm M nằm trên mặt cầu $(OÓ ; 7). 
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— Nếu OM <r thì ta nói điểm Ä⁄ nằm trong mặt cầu $(Ó ; 7). 
— Nếu OM >r thì ta nói điểm M nằm ngoài mặt cầu ŠS(Ó ; T). 


2. Mặt cầu là một mặt tròn xoay được tạo nên bởi một nửa đường tròn quay 
quanh trục là đường kính AB của nửa đường tròn đó. Giao tuyến của mặt cầu 
với các nửa mặt phẳng có bờ là trục của mặt cầu được gọi là đường kinh tuyến 
của mặt cầu. Giao tuyến (nếu có) của mặt cầu với các mặt phẳng vuông góc - 
với trục gọi là v7 /zyến của mặt cầu. 


I- GIAO CỦA MẶT CẦU VÀ MẶT PHẲNG ` 


IH- 
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Cho mặt cầu S(Ó ; r) và mặt phẳng (P). H là hình chiếu vuông góc của Ó lên 
mặt phẳng (P). Khi đó OH = Ò là khoảng cách từ tâm Ó của mặt cầu tới mặt 
phẳng (P). Ta có các trường hợp : 


1. Nếu h >r : mặt phẳng (P) không cắt mặt cầu ; 
2. Nếu h=r : mặt phẳng (P) tiếp xúc với mặt cầu tại điểm ;ï. Ta có OH .L (P); 
3. Nếu h < r : mặt phẳng (P) cắt mặt cầu theo đường tròn có bán kính 


rr= \r? —h7. 


Đặc biệt khi h = 0 mặt phẳng (P) cắt mặt cầu theo một đường tròn lớn có bán 
kính rˆ = z. 


GIAO CỦA MẶT CẦU VỚI ĐƯỜNG THẲNG, TIẾP TUYẾN CỦA 
MẶT CẤU 


Cho mặt cầu S(Ó ; r) và đường thẳng A. 


1. Trường hợp A đi qua tâm Ó của mặt cầu thì A cắt mặt cầu tại hai điểm 
A, B với AB = ?r. 


2. Trường hợp A không đi qua tâm Ó của mặt cầu, ta gọi đ là khoảng cách từ 
tâm Ó đến đường thẳng A, khi đó : 


a) Nếu đ< r, đường thẳng A cắt mặt cầu tại hai điểm M, N ; 
b) Nếu đ = r, đường thẳng A tiếp xúc với mặt cầu tại một điểm H 

(H gọi là tiếp điểm và đường thẳng A được gọi là tiếp tuyến của mặt cầu) : 
c) Nếu đ > r, đường thẳng A không cắt mặt cầu. 


šS° Chú ý. s Qua một điểm A bất kì trên mặt cầu Š(Ó ; z) có vô số tiếp tuyến của 
mặt câu đó. Tất cả các tiếp tuyến này đều vuông góc với bán kính 
ÓA của mặt cầu và đều nằm trong mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu 
S%(Ó ; r) tại A. Mặt phẳng tiếp xúc này vuông góc với đường thẳng 
OA tạiA. - | 
e Qua một điểm M nằm ngoài mặt cầu S( ; z) có vô số tiếp tuyến với 
mặt cầu đó. Khi đó độ dài các đoạn thẳng kẻ từ Ä⁄ đến các tiếp điểm 
đều bằng nhau. Tất cả các tiếp tuyến này tạo nên một mặt nón tròn 
xoay có đỉnh là M và có đường tròn đáy nằm trên mặt cầu. 


IV- CÔNG THỨC TÍNH DIỆN TÍCH MẶT CẦU VÀ THỂ TÍCH KHỐI CẦU 
| Gọi Š là diện tích mặt cầu bán kính z, ta có công thức : § = Azrˆ ỷ 
S° Chú ý. s Ta có diện tích đường tròn lớn của mặt cầu bán kính r là s = z7. Do 
đó ta cần lưu ý rằng S = 4s = 4Zr”. 
e Người ta chứng minh được công thức tính thể tích V của khối cầu 


bán kính r là : V= an 


đÓ vàn 


Xác định tâm và bán kính của mặt cầu thoả mãn một số điều kiện cho trước 


B. CÁC DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


1. Phương pháp giải 


Muốn xác định tâm và bán kính của mặt cầu chúng ta cần dựa vào các mệnh 
đề sau đây : 


a) Tập hợp tất cả những điểm # trong không gian cách điểm O cố định một 
khoảng bằng r cho trước là mặt cầu tâm Ó bán kính r ; 


b) Tập hợp tất cả những điểm M nhìn đoạn thẳng AB cố định dưới một góc 
vuông là mặt cầu đường kính AB ; 


c) Tập hợp tất cả những điểm ẤM sao cho tổng bình phương các khoảng cách 
từ M tới hai điểm A, 8 cố định bằng một hằng số #F là mặt cầu có tâm là 


trung điểm Ó của đoạn AB và bán kính r = ¬ 2k” — AB? ; 
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đ) Mặt cầu là mặt tròn xoay được tạo nên bởi một nửa đường tròn quay quanh 
- trục là đường kính AB của nửa đường tròn đó. 


2. Ví dụ 


%⁄ đụ 1. Cho hình lập phương ABCD.A BCTO' cạnh a. Hãy xác định tâm và 
bán kính của mặt cầu trong các trường hợp sau đây : 


a) Đi qua 8 đỉnh của hình lập phương ; 
b) Tiếp xúc với 12 cạnh của hình lập phương ; 
c) Tiếp xúc với 6 mặt bên của hình lập phương. 


Giải 
a) Gọi Ó là trung điểm của đường chéo 
AC”. Ta có Ó cách đều 8 đỉnh của hình 
lập phương. Vậy mặt cầu đi qua 8 đỉnh 
của hình lập phương cạnh ø¿ có tâm @ 
là trung điểm của đường chéo AC” và 


W 


có bán kính r = = (h.2.7). 


b) Gọi H là trung điểm của.cạnh AA.. 
Ta có OH = SAC= Vậy mặt 
cầu tiếp xúc với 12 cạnh của hình lập Hình 2.7 
phương là mặt cầu có tâm Ó là trung 
điểm của đường chéo AC” và bán kính 


[PS 
2 


r=OH= 


c) Gọi 7 là tâm của hình vuông ABCD. Ta có Óï = s Vậy mặt cầu tiếp xúc 


với 6 mặt bên của hình lập phương là mặt cầu có tâm Ó là trung điểm của 
đường chéo AC” và có bán kính r” bằng khoảng cách từ Ó tới 6 mặt bên của 


hình lập phương. Ta có r” = ¬ 


4X ấu 2. Chứng tỏ rằng có vô số mặt câu đi qua hai điểm cố định A, 8 cho 
trước. Tìm tập hợp tâm các mặt cầu đó. 
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— Nếu đ < r, mặt phẳng (P) cắt mặt cầu theo một đường tròn có bán kính - 


r= \z2—~đ?. Đặc biệt nếu đ = 0 mặt phẳng (P) cắt mặt cầu theo một đường 
tròn lớn. 


2. Ví dụ. 


T đụ 1. Cho hai đường tròn nằm trên hai mặt phẳng khác nhau và có chung một 
dây cung 4B. Chứng minh rằng có một mặt cầu đi qua cả hai đường tròn ấy. 


Giả 
Gọi ¡ và Ó; là các tâm của hai 
đường tròn có chung dây cung là AB 
và gọi đ¡, đ; là các đường thẳng lần 
lượt qua Ó, Ó; và lần lượt vuông góc 
với các mặt phẳng chứa các đường 
tròn đó. 


Ta biết rằng đ¡ chứa tâm các mặt cầu 
đi qua đường tròn thứ nhất, đ; chứa 
tâm các mặt cầu đi qua đường tròn thứ 
hai. Ta chỉ cần chứng minh đ;¡ và đ; Hình 2.10 
cắt nhau tại một điểm Ó nào đó để suy 
ra mặt cầu tâm Ó bán kính ÓA là mặt 


cầu đi qua cả hai đường tròn cho trước 
(h.2.10). 


A 


Thật vậy, gọi 7 là trung điểm của dây cung 4ð thì O3 và ÓO›ï đều vuông góc 
với AB. :Vì hai đường tròn nằm trong hai mặt phẳng khác nhau nên ta có AB 
vuông góc với mặt phẳng (O1O?). Mặt khác đ¡ và đ; đều vuông góc với AB 
nên đ¡ và đ; đều nằm trong mặt phẳng (JOÓ¿). Trong mặt phẳng (/O¡Ó;), đ; 
và đ; lần lượt vuông góc với hai đường thẳng giao nhau O;J và Ó›ï nên đi và 
đ; cắt nhau tại một điểm Ó. Ta có mặt cầu tâm Ó là mặt cầu cần tìm. 


%í đụ 2. Cho một đường thẳng z cố định và một điểm Ä⁄ cố định nằm ngoài 
đường thẳng a. Chứng minh rằng với mỗi điểm O thay đổi trên đường 
thắng có một mặt cầu tâm Ó bán kính r = OM luôn luôn đi qua một đường 
tròn cố định. 


Giải 
Gọi (27) là mặt cầu có tâm Ó thuộc đường 
thẳng cố định z và đi qua điểm Ä⁄ cố định 
không thuộc z. Gọi (2) là mặt phẳng đi qua 
điểm M và vuông góc với đường thẳng z tại , 
điểm Ó; thì Ó¡ cố định và đoạn Ó¡M không 
đổi. Khi đó mặt phẳng (2) cắt mặt cầu (2) 
theo đường tròn tâm Ó¡ bán kính Ó)¡M. 
Đường tròn giao tuyến thu được là cố định vì 
có tâm Ó¡ cố định, bán kính r¡ = @1Ä⁄ không 
_ đổi và nằm trong mặt phẳng (2) cố định. Vậy 
với mỗi điểm Ó thay đổi trên đường thẳng z Hình 2.11 
cố định, có một mặt cầu tâm Ó bán kính 2M 
luôn luôn đi qua một đường tròn cố định nằm 
trong mặt phẳng (2) đi qua M và vuông góc 
với a. Đường tròn này là giao tuyến của mặt 
phẳng (2) với mặt cầu tâm Ó bán kính OM ' 
(h.2.11). 


4% đụ 3. Cho đường thẳng đ KHêN cắt mặt 
cầu S(Ó ; 7). 


Gọi (2) là mặt phẳng đi qua tâm Ó của mặt 
cầu và vuông góc với đường thẳng đ. Xác 
định giao tuyến của (2) với mặt cầu cho 
trước và chứng minh rằng có hai mặt phẳng 
đi qua đ và tiếp xúc với mặt cầu. Hình 2.12 


Gii 
Gọi (2) là mặt phẳng đi qua tâm @ của mặt cầu và vuông góc với đường 


thẳng đ tại /. Mặt phẳng (2) cắt mặt cầu theo đường tròn lớn tâm Ó có bán 
kính r và tất nhiên đường tròn này thuộc (2) (h.2.12). 


Trong mặt phẳng (2 gọi !ỨH và !K là hai tiếp tuyến của đường tròn lớn đó 
cùng đi qua điểm 7. Khi đó mặt phẳng (2đ, H) và mặt phẳng, (đ., K) là hai mặt 
phẳng đi qua đ và tiếp xúc với mặt cầu. Thật vậy ta có OK .L đ vì OK thuộc 
(2), mặt khác ÓK L !K, do đó ÓK vuông góc với mặt phẳng (đ, K) nên mặt 
phẳng (đ, K) tiếp xúc với mặt cầu. Tương tự ta chứng minh mặt phẳng (d, H) 
tiếp xúc với mặt cầu. Như vậy ta có hai mặt phẳng đi qua đ tiếp xúc với mặt 
cầu S(Ó ; r) cho trước. 
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US TT 


_ oH=joc?-nC? = 
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Xét vị trí tương đối của một mặt cầu và một đường thắng 


1. Phương pháp giải 

* Xét khoảng cách đ từ tâm Ó của mặt cầu đến đường thẳng cho trước : 

a) Nếu đ < r, đường thẳng cắt mặt cầu tại hai điểm ; 

b) Nếu đ = r, đường thẳng tiếp xúc với mặt cầu ; 

c) Nếu đ > r đường thẳng không cắt mặt cầu. 

* Có thể sử dụng các kiến thức về hệ thức lượng trong tam giác và hệ thức 


lượng trong đường tròn trong mặt phẳng để giải toán. 


2. Ví dụ 


4 đụ 1. Cho mặt cầu Š(O ; r) và một điểm A biết ÓA = 2r. Qua A kẻ một tiếp 
tuyến với mặt cầu tại 8 và kẻ một cát tuyến cắt mặt cầu tại C và D. Cho biết 
CD = r3. 

a) Tính độ dài đoạn AB. 

b) Tính khoảng cách từ Ó đến-đường thẳng CD. 


Giải 
a) Ta có AB là tiếp tuyến của mặt cầu tại 8 nên AB L ÓB (h.2.13). 


Do đó AB = \OA?~OB” =4r? -rˆ =rA3. 


b) Gọi H là hình chiếu vuông góc 
của Ó lên CD. Ta có : ÓC = QD =r 
nên tam giác CD) cân tại Ó và H là 
trung điểm của đoạn CD, nghĩa là 


HC = _ : =ˆ . Vậy khoảng cách ˆ 
từ Ó đến CD là độ dài đoạn Of với 


Hình 2.13 


% đụ 2. Cho mặt cầu S(Ó ; r) tiếp xúc với mặt phẳng (P) tại !. Gọi M là một 
điểm nằm trên mặt cầu nhưng không phải là điểm đối xứng với / qua tâm O. 
Từ M ta kẻ hai tiếp tuyến của mặt cầu vuông góc với nhau lần lượt cắt mặt 
phẳng (P) tại A và B. Chứng minh rằng : AB? = AI? + ¡B”. 


Giải 
Vì mặt phẳng (P) tiếp xúc với ' 
mặt cầu tại 7 nên A7 và Ö/ là 
hai tiếp tuyến của mặt cầu tại /. 
Mặt khác MA và MB là hai tiếp 
tuyến của mặt cầu tại M. Như 
vậy từ một điểm A ngoài mặt 
cầu ta có hai tiếp tuyến AM và 
AI nên AM = AI. Lí luận tương 
tự ta có BM = BI. Ta có hai tam 
giác ABM và ABI bằng nhau 
theo trường hợp (c. c. c) nên 


AMB = AIB =90° (h.2.14). 


Hình 2.14 


Do đó AB = AI” + 1B” (định lí Py-ta-go). 


#ï đụ 3. Cho mặt phẳng (2) và hai điểm A, B nằm về một phía của (2) sao cho 
đường thẳng AZ cắt (2) tại J. Tìm tập hợp các tiếp điểm của mặt cầu đi qua 
A, B và tiếp xúc với mặt phẳng (2). 


Hình 215 


Giả sử mặt cầu tâm Ó đi qua A, ÖB và tiếp xúc với mặt phẳng (2) tại M. Mặt 
phẳng (ABM) cắt mặt cầu đó theo đường tròn đi qua A, B và tiếp xúc với 
đường Hạng IM tại M (h.2.15). 


4A-BT HÌNH HỌC 12-C — 49 


Do đó điểm M nằm trên đường tròn tâm / bán kính rˆ= VJA./B và đường tròn 
này nằm trong mặt phẳng (2). 


Ngược lại, lấy điểm M bất kì nằm trên đường tròn đó. Ta gọi Ó là giao điểm 


của đường thẳng A vuông góc với mặt phẳng (2) tại M và mặt phẳng trung 
trực của đoạn AB. Do đó mặt cầu tâm Ó bán kính OM đi qua Ö và tiếp xúc với 
mặt phẳng (2) tại M. Vì IA.IB = IM” nên mặt cầu đó cũng đi qua A. 


VẤN đề 4 
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Mặt cầu ngoại tiếp hình chóp và hình lăng trụ 


1. Phương pháp giải 


Muốn chứng minh mặt cầu ngoại tiếp một hình chóp hoặc một hình lăng trụ 
ta cần chứng minh mặt cầu đó đi qua tất cả các đỉnh của hình chóp hoặc của 
hình lăng trụ. Sau đó cần xác định tâm và bán kính của mặt cầu ngoại tiếp. 
Chú ý rằng điều kiện cần và đủ để một hình chóp có mặt cầu ngoại tiếp là đáy 
của hình chóp đó có đường tròn ngoại tiếp ; điều kiện cần và đủ để một hình 
lãng trụ có mặt cầu ngoại tiếp là hình lăng trụ đó phải là một hình lăng trụ 
đứng và có đáy là một đa giác có đường tròn ngoại tiếp. 


2. Ví dụ 


% đụ 1. Cho hình chóp tam giác đêu S.ABC có cạnh đáy bằng ø và mỗi cạnh 
bên đều bằng ö. Hãy xác định tâm và bán kính của mặt cầu ngoại tiếp hình 
chóp đó. 


Giải 
ì S.ABC là hình chóp đều nên tâm Ó của 
mặt cầu ngoại tiếp hình chóp đó nằm trên 
đường cao ŠH trong đó H là trọng tâm 
của tam giác đều ABC (h.2.16). 


Ị 
\ 
i 
Ị ` 
I 
l 
I 
Ù 
I 

b 
I 
! 


Gọi ï là trung điểm của cạnh SA. Ta có 
OI L SA. Khi đó hai tam giác vuông S2 
và SHA đồng dạng. Từ đó ta suy ra : 

SO_ Sĩ _ SA. 

%4 $%HB 25H 


Hình 2.16 
4B-BT HÌNH HỌC 12-0 


2 
Do đó SO= SẴ—- =r 
2SH 
2 2 2 
Mà si =9 =AnÊ = về ~| 2) nên SH = Tướn- 3b2 — g2, 


2 2 2 
Me SA” _ b — X3b 


3 


% đụ 2. Ba đoạn thẳng SA, SB, SC đôi một vuông góc với nhau tạo thành một 
tứ diện SABC với SA = a, 5B= b, SC = c. Xác định tâm và bán kính mặt cầu 
ngoại tiếp tứ diện đó. 


Gửi 
Cách 1. Gọi M là trung điểm của đoạn AB. 
Ta có M là tâm của đường tròn Wgoại 
tiếp tam giác vuông S4B. Từ M kẻ 
Mx // SC. Mặt phẳng trung trực của 
đoạn S$C cắt Mx tại Ó. 


Ta có ÓA = ÓB = ÓC = OS. 


Như vậy Ó là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ 
diện SAĐC (h.2.17). Hình 2.17 


2 2 
Ta có r7 = OS? = SM” + MO” = “+. (SA? + SB? + SC”) 


(vì AB? = SA? + SB?. 
Vậy r= 2a? +bˆ+c7. 


Cách 2. Từ ba cạnh SA, SB, SC ta dựng được hình hộp chữ nhật nhận S4, S, SC 
là ba cạnh xuất phát từ đỉnh S. Khi đó tâm của hình hộp chữ nhật là tâm của 


mặt cầu phải tìm và bán kính mặt cầu bằng š đường chéo hình hộp chữ nhật 
đó. Ta suy ra r = 2 92 +SBˆ+S$C? = 2 TA +bˆ+c? 
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4 đụ 3. Cho hình lăng trụ tam giác đều ABC.A'BfC' có 9 cạnh đều bằng a. Xác 
định tâm và bán kính của mặt cầu ngoại tiếp hình lăng trụ đã cho. Tính diện 
tích của mặt cầu ngoại tiếp đó và tính thể tích khối cầu được tạo nên bởi mặt 
cầu ngoại tiếp đó. 
Gửi 

Gọi ï và Ứ' lần lượt là trọng tâm của hai tam giác đáy lăng trụ (h.2.18). Như 
vậy ï và J' đồng thời cũng là tâm của hai đường tròn ngoại tiếp các tam giác 
ấy và nằm trong hai mặt phẳng cùng vuông góc với đường thẳng 1!” Ta suy ra 
trung điểm Ó của đoạn ¡J' chính là tâm của mặt cầu ngoại tiếp đi qua 6 đỉnh 
của lăng trụ đã cho. 


Mặt cầu này có bán kính r = ÓA = ÓB = ÓC = ÓA' = OB' = OC.. 
2 Z 


Ta có: OÁ2 = AI +102= 4 + Ta^ 
| 3đ. ƠP 

Vạyr= 0A 2V - 9/21, 

2J3_ 6 


Từ đó ta tính được diện tích của mặt cầu 
ngoại tiếp lăng trụ là : 


2 „2 
= t2 =an| ST -_ 12a ` 


3 
Gọi V là thể tích khối cầu. Hình 2.18 
3 
Ta có : W2 se. z(=£'Ï ay: V= 12124” . 
3 " 54 


C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP - 


2.13. Trong mặt phẳng (2) cho hình vuông ABCD có cạnh bằng a. Trên đường 


352 


thẳng Ax vuông góc với (đ) ta lấy một điểm Š tuỳ ý, dựng mặt phẳng (Ø) đi 

qua A và vuông góc với đường thẳng $C. Mặt phẳng (Ø) cắt SB, SC, SD lần 

lượt tại B, C? D. | 

a) Chứng minh rằng các điểm A, B, C, D, B', C', D' luôn luôn thuộc một mặt 
cầu cố định. 

b) Tính diện tích của mặt cầu đó và tính thể tích khối cầu được tạo thành. 


2.14. Hình chóp tam giác S.ABC có $A = $B = SC = a và có chiều cao bằng J. Xác 


2.15. 


2.16. 


2.17. 


2.18. 


định tâm và bán kính của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp. Tính diện tích của 

mặt cầu đó. | 

Cho hai đường thẳng chéo nhau A và A' có AA' là đoạn vuông góc chung, 

trong đó A € A và A'e A.. Gọi (2) là mặt phẳng chứa AA' và vuông góc 

với A' và cho biết AA' = a. Một đường thẳng thay đổi luôn luôn song song 

với mặt phẳng () lần lượt cắt A và A' tại M và M'. Hình chiếu vuông góc 

của M trên mặt phẳng (2) là M:. | 

a) Xác định tâm Ó và bán kính r của mặt cầu đi qua 5 điểm A, A', M, M;, MỊ. 
Tính diện tích của mặt cầu tâm O nói trên theo ø, x = 4?” và góc Ø= (A, A). 

b) Chứng minh rằng khi x thay đổi mặt cầu tâm Ó luôn luôn chứa một đường 
tròn cố định. 


Cho tứ diện $SABC có cạnh §A vuông góc với mặt phẳng (ABC) và có SA = 4, 
AB =b, AC = c. Xác định tâm và bán kính hình cầu ngoại tiếp tứ diện trong 
các trường hợp sau : 


a) BAC =90° ; 

b) BAC =60° và b=c; 

c) BAC =120° và b=c. 

Cho mặt cầu tâm Ó bán kính r. Gọi (2) là mặt phẳng cách tâm Ø một 

khoảng b (0 < h < r) và cắt mặt cầu theo đường tròn (). Đường thẳng đ đi 

qua một điểm A cố định trên (`) và vuông góc với mặt phẳng (2) cắt mặt 

cầu tại một điểm B. Gọi CD là một đường kính di động của ( `). 

a) Chứng minh các tổng AD + BC? và AC” + BDˆ có giá trị không đổi. 

b) Với vị trí nào của CD thì diện tích tam giác BC?Đ lớn nhất ? 

c) Tìm tập hợp các điểm H, hình chiếu vuông góc của B trên CD khi CD 
chuyển động trên đường tròn (`). 


Hình chóp S.ABC là hình chóp tam giác đều, có cạnh đáy bằng z và cạnh 

bên bằng a2. Một mặt cầu đi qua đỉnh A và tiếp xúc với hai cạnh SB, SC 

tại trung điểm của mỗi cạnh. 

a) Chứng minh rằng mặt cầu đó đi qua trung điểm của AB và AC. 

b) Gọi giao điểm thứ hai của mặt cầu với đường thẳng S4 là D. Tính độ dài 
của AD và SD. 
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2.19. 


2.20. 


2.21. 


2.22. 


2.23 


2.24. 


2.25. 
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* À + z ^ * AZ + z.* , ` + 
Chứng minh rằng nếu có một mặt cầu tiếp xúc với 6 cạnh của một hình tứ 
diện thì hình tứ diện đó có tổng các cặp cạnh đối diện bằng nhau. 


Hình tứ diện đều ABCD có cạnh bằng z và có đường cao AH. Gọi Ó là trung 
điểm của AH. Xác định tâm và bán kính của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện 
OBCD. 


Hình chóp S.ABCD có SA = a là chiều cao của hình chóp và đáy ABCD là 
hình thang vuông tại A và B có AB = BC = a và AD = 2a. Gọi E là trung điểm 
của cạnh AJ. Xác định tâm và bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.CDE. 
Cho hình cầu tâm O bán kính z. Lấy một điểm A trên mặt cầu và gọi (2) là 
mặt phẳng đi qua A sao cho góc giữa ÓA và (2) bằng 300. 

a) Tính diện tích của thiết diện tạo bởi (2) và hình cầu. 


b) Đường thẳng A đi qua A vuông góc với mặt phẳng (2) cắt mặt cầu tại Ö. 
Tính độ dài đoạn AB. 


Cho hình cầu đường kính AA" = 2r. Gọi Ở là một điểm trên đoạn AA' sao cho 
AH = = Mặt phẳng (2) qua H và vuông góc với AA' cắt hình cầu theo 
đường tròn ( €). 

a) Tính diện tích của hình tròn ( `). 


b) Gọi BCD là tam giác đều nội tiếp trong (), hãy tính thể tích hình CHỤP 
A.BCD) và hình chóp A“BCD. 


BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG II 


Cho tứ diện ABCD có AD L (ABC) và BD 1L BC. Khi quay tất cả các cạnh 
của tứ diện đó quanh cạnh AB có những hình nón nào được tạo thành ? Hãy 
kể tên các hình nón đó. 


Cho lăng trụ tam giác đều ABC.A BC” có cạnh đáy bằng a và có đường cao ñ. 
a) Một hình trụ có các đường tròn đáy tiếp xúc với các cạnh của tam giác 


đáy được gọi là hình trụ nội tiếp trong lăng trụ. Hãy tính diện tích xung 
quanh của hình trụ nội tiếp đó. 


b) Gọi 7 là trung điểm của cạnh BC. Đường thẳng AT cắt hình trụ nội tiếp nói 


trên theo một đoạn thẳng. Tính độ đài đoạn thẳng đó. 


2.26. 


2.27. 


2.28. 


2.29. 


2.30. 


Cho hình lập phương ABCD.A'B'C”D' cạnh a. 

a) Tính diện tích xung quanh của hình trụ có đường tròn hai đáy ngoại tiếp 
các hình vuông ABCD và A'BC?D'. 

b) Tính diện tích mặt cầu đi qua tất cả các đỉnh của hình lập phương. 

c) Tính điện tích xung quanh của hình nón tròn xoay nhận đường thẳng AC” 
làm trục và sinh ra bởi cạnh AB. 

Cho hình chóp S.ABC và biết rằng có một mặt câu tiếp xúc với tất cả các 

cạnh bên của hình chóp đồng thời tiếp xúc với ba cạnh của đáy tại trung 

điểm của mỗi cạnh đáy. Chứng minh hình chóp đó là hình chóp đều. 

Hình trụ tròn xoay có bán kính đáy bằng r, có chiêu cao bằng 2z và có trục 

là OO" | 

a) Chứng minh rằng mặt cầu đường kính ØO tiếp xúc với hai mặt đáy của 
hình trụ và tiếp xúc với tất cả các đường sinh của mặt trụ. 

b) Cát hình trụ bởi một mặt phẳng song song với trục ÓÓ' và cách trục một 


khoảng bằng : Tính điện tích thiết diện thu được. 


c) Thiết diện nói trên cắt mặt cầu đường kính OO' theo thiết diện là một 
đường tròn. Tính bán kính của đường tròn đó. 

Trong mặt phẳng (2), cho tam giác ABC vuông tại A có cạnh AC = z và có 

cạnh huyền BC = 2a. Cũng trong mặt phẳng (2) đó cho nửa đường tròn 

đường kính 4 cắt cạnh ÖC tại M. 

a) Chứng minh rằng khi quay mặt phẳng (2) xung quanh trục AB có một mặt 
nón tròn xoay và một mặt cầu được tạo thành. Hãy xác định các mặt tròn 
xoay đó. 

b) Chứng minh rằng giao tuyến của hai mặt tròn xoay đó là một đường tròn. 
Hãy xác định bán kính của đường tròn đó. 

c) So sánh diện tích toàn phần của hình nón và điện tích của mặt cầu nói trên. 


Cho hai đường thẳng A và A' chéo nhau nhận A4' làm đoạn vuông góc chung, 

trong đó 4 thuộc A và A' thuộc A'. Gọi (P) là mặt phẳng qua A vuông góc với A' 

và đ là hình chiếu vuông góc của A trên mặt phẳng (P). Đặt ÁA'= a, góc nhọn 

giữa A và đ là œ. Mặt phẳng (Ó) song song với mặt phẳng (P) cắt A và A' lần 

lượt tại M và M'. Gọi ÉM; là hình chiếu vuông góc của i trên mặt phẳng (P). 

a) Chứng minh 5 điểm A, A', M, M', Mị cùng nằm trên mặt cầu (5). Xác định 
tâm Ó của (S). Tính bán kính của (Š) theo z, ø và khoảng cách x giữa hai 
mặt phẳng (P) và (Ó). 


hh 


b) Khi x thay đổi, tâm Ø của mặt câu (S) di động trên đường nào ? Chứng 
minh rằng khi (Q) thay đổi mặt cầu (S) luôn luôn đi qua một đường tròn 
cố định. 


2.31. Cho tam giác vuông cân ABC có cạnh huyền AB = 2a. Trên đường thẳng đ đi 


qua A và vuông góc với mặt phẳng (ABC), lấy một điểm S khác 4, ta được tứ 
diện SABC. _ 


a) Xác định tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện S4BC : 
b) Tính bán kính của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện SABC trong trường hợp mặt 
phẳng (SBC) tạo với mặt phẳng (ABC) một góc bằng 300. 


2.32. Cho đường tròn tâm Ó bán kính r“ Xét hình chóp S.ABCD có SA vuông góc 


2.33. 


2.34. 
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với mặt phẳng đáy, Š và A cố định, $A = h cho trước và có đáy ABCD là một 
tứ giác tuỳ ý nội tiếp đường tròn đã cho, trong đó các đường chéo AC và BD 
luôn luôn vuông góc với nhau. 


a) Tính bán kính r của mặt cầu đi qua năm đỉnh của hình chóp. 


b) Hỏi đáy ABC?D là hình gì để thể tích hình chóp đạt giá trị lớn nhất ? 


CÂU HỎI TRẮÁC NGHIỆM 


Cho hình lập phương có cạnh bằng z và một hình trụ có hai đáy là hai hình 
tròn nội tiếp hai mặt đối diện của hình lập phương. Gọi Š¡ là diện tích 6 mặt 
của hình lập phương, SŠ›„ là diện tích xung quanh của hình trụ. Hãy tính tỉ số - 
Sc và chọn một trong các kết quả sau : 
1 


(A) Tỉ số đó bằng °Ì | - (C) Tỉ số đó bằng Ti 
(B) Tỉ số đó bằng ; (D) Tỉ số đó bằng Z. 


Một hình tứ diện đều cạnh ø có một đỉnh trùng với đỉnh của hình nón tròn 
xoay còn ba đỉnh còn lại của tứ điện nằm trên đường tròn đáy của hình nón. 
Diện tích xung quanh của hình nón tròn xoay là một trong các kết quả sau : 


⁄) 
(A) 32243 : (C) = 


(B) za2A2; | (D) 2a (3. 


2.35. Tìm khẳng định sz¡ trong các khẳng định sau đây : 


(A) Có một mặt cầu đi qua các đỉnh của một hình tứ diện bất kì ; 

(B) Có một mặt cầu đi qua các đỉnh của một hình lăng trụ có đáy là một tứ 
giác lồi ; 

(C) Có một mặt cầu đi qua các đỉnh của một hình hộp chữ nhật ; 

(D) Có một mặt cầu đi qua các đỉnh của một hình chóp đều. 


2.36. Cho ba điểm A, B, C cùng thuộc một mặt cầu và biết rằng AC = 90”. Trong 


2.37. 


2.38. 


2.39. 


2.40. 


các khẳng định sau khẳng định nào đúng ? 

(A) AB là một đường kính của mặt cầu đã cho ; 

(B) Luôn luôn có một đường tròn thuộc mặt cầu ngoại tiếp tam giác ABC ; 
(©) ABC là một tam giác vuông cân tại C ; 

(D) AB là đường kính của một đường tròn lớn trên mặt cầu đã cho. 


Cho tứ diện ABCD có AD L (ABC) và BD 1 BC. Khi quay tứ diện đó xung 
quanh trục là cạnh Á?, có bao nhiêu hình nón được tạo thành ? 


(A) một ; : (C) ba ; 

(B) hai ; (D) bốn. 

Các hình chóp sau đây luôn có các đỉnh nằm trên một mặt cầu : 
(A) hình chóp tam giác ; (C) hình chóp tứ giác ; 
(B) hình chóp đều ngũ giác ; (D) hình chóp đều n-giác. 


Trong các khẳng định nêu trên khẳng định nào si ? 


Cho tứ diện đều ABCD. Khi quay tứ điện đó xung quanh trục là AB có bao 
nhiêu hình nón khác nhau được tạo thành ? | 

(A) một ; —_ (ba; | 

(B) hai ; (D) không có hình nón nào. 


Trong một chiếc hộp hình trụ, người ta bỏ vào đấy ba quả banh tennis, biết 
rằng đáy của hình trụ bằng hình tròn lớn trên quả banh và chiều cao của hình 
trụ bằng ba lần đường kính quả banh. Gọi Š;¡ là tổng diện tích của ba quả 
banh, S› là diện tích xung quanh của hình trụ. Tỉ số diện tích = là : 

2 
(A)I1 (Q 2 
(B) 5 (D) Tỉ số đó là một số khác. 
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HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP SỐ 


§1. KHÁI NIỆM VỀ MẶT TRÒN XOAY 


2.1. 


2.2. 
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a) Gọi r là bán kính của đường tròn đáy. 


Ta có ÓA =r = icosơ (với Ó là tâm của đường tròn 
đáy và A là một điểm trên đường tròn đó) (h.2.19). 


Ta suy ra : sua = Zrl = #2 cosØ. - 
Khối nón có chiều cao h = DO = isinø. Do đó thể 
tích V của khối nón được tính theo công thức 
V= Ì pp = 2 s/21N : 

3 3 


Vậy: V= 2zP cos? z.lsin ø = 2zP cos? zsin . 


b) Thiết diện qua 7 và vuông đời với trục hình nón là 


một hình tròn bán kính rˆ với = —=——=k. 
rẻ DO 


Gọi s là điện tích của thiết diện và Š là điện tích của 
đáy hình nón ta có : St ©s=k?§, trong đó 
§= Z#r? = ZÍ2 cos? ơ. 

Vậy diện tích của thiết diện đi qua điểm 7 và vuông 
góc với trục hình nón là : s = k2S = k2Zl2 cos2 œ. 


a) Thiết diện qua trục của hình nón là tam giác vuông 

cân cạnh z nên hình nón có đường sinh / = a, có bán 

a2 
2 


kính đáy r = Hi và có chiều cao  = r = 


(h.2.20). 


Gọi Š là diện tích đáy của hình nón, ta có §= Zr2 = KT 
Vậy diện tích toàn phần của hình nón đã cho là : ` dị? je ơi 2+ ý 7a? 


'-Í=#Ï 2 _ 1a, 
2 12 


Hình nón có thể tích là : V = _ — Bh =—7r 
: k) 3 2 


23 


Gọi 5x„ là diện tích xung quanh của hình nón, ta có : Đo = ZrÏ =7#——— 


Hình 2.19 


Hình 2.20 


2 


_ Za24J2 


=2za2 (42 +1). 


b) Xét mặt phẳng (DAM) đi qua đỉnh Ð tạo với mặt phẳng đáy một góc 60°, cắt đường 
tròn đáy tại hai điểm A và Ä⁄. Từ tâm Ó của đường tròn đáy ta vẽ OH L AM, do vậy H là 
trung điểm của đoạn AM. Ta có AM .L (DOH) vì AM L OH vàAM L DO. 


sinó009 2 `2 3` 


Gọi § ApaAm là diện tích thiết diện cần tìm, ta có : 5 ADAm = AH.DH 


Vậy DHO =609 và sin 609 = ¬ hay DH = 


2 92 
thế:JÄH” SA” CD cua sen Ai, 
3 3 43 
a a\2 a242 
Vậy S AIN.DHWESe se : 
ADAM X3 j5 3 


2.3. Gọi 7 là trung điểm của cạnh BC và O là tâm 
. của tam giác đều ABC (h.2.21). Theo giả 
thiết ta có SA = $B = S%C = a và SIO = ø. Đặt 
OI =r, SỐ = h, ta có AO = 2r và 
h =rtanø 2 3 | 2 
(vì §A =§O"+AØ ). 


Do đó a2 =r? tan? ø + 4r? =r?(tan? +4). 


Vậy r= : 
tan? œ+4 
Hình nón nội tiếp có đường sinh là : Hình 2.21 


r a 


I=§Sl= = 


COSfZ_ coszNtan?œ+4 


Diện tích xung quanh của hình nón nội tiếp hình chóp S.ABC là : 


S_,=l= 7 xã = ñ 
NI =“'—===—.. 
. YXtan? z+4 cosØtan? z+4 " 


_— 


2 


7a 


hay S„Z —————: 
“ồn cosđ(tan? +4) 


2.4. Gọi r là bán kính đáy của hình nón ta có 
ÓA =r, SO = h và SA = SB = $§C = $D = ï là 
đường sinh của hình nón (h.2.22). Gọi 7 là 
trung điểm của đoạn AÖ, ta có : 


Ê®=h“+r?  ( 


LCe-<======e.=.= 


lì 


Vằ——— 


x1 


Lá 


S 


SA? = SO2 +OA2 p 


AI = SA.cos # r2 =ÌcOSŒ (2) A 
2 Hình 2.22 
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(2) >r= \2lcosơ. 


2 
()= 2=l2+2/2cos2ø = hˆ= ?(-2cos?ø) vi TA NG 
I—2cos2 ø 
=> — "—.... 
X1-2cos2 ø 
Do đó r = 42Icosz = Ý2hcosz 


X1—-2cos2 ø » 
42hcosø — b Z^A|2h2 cosơ 


Sy ạ= 7Ì = 7 —c 
_ 2cos2ø vj1I-2co2øz  l-2cosởơ 


. Xét hai đường sinh SA, Š tuỳ ý của hình nón. Vẽ 
đường kính AC của đường tròn đáy. Ta có góc ASC 
là góc ở đỉnh của hình nón. Hai tam giác ASC và 
ASB có hai cặp cạnh bằng nhau vì chúng cùng là 
- đường sinh của hình nón. h 5 


+ > —= > Lprxgiiroai -.L 
Ta có cạnh AC > AB nên ASC > ASB. Đó là điều Hình 2.23 


cần chứng minh (h.2.23). 


. Theo giả thiết ta có góc ở đỉnh của hình nón là 
ASB = ø =120°. Gọi O là tâm của đường tròn đáy. 


Ta có : 4SØ =609, và sin 602 = ST với Í là 


G¬ 


độ dài đường sinh của hình nón. 


I 
I 
Ù 
Ù 
I 
! 
1 
‡ 
A 
1 
I 
I 
I 


r 12 24 
Vậy ¡= Sun Luấc 
tử sin 609 3 v3 
2 


le 


Khi có hai đường sinh vuông góc với nhau ta có 


tam giác vuông có diện tích là 2. Do đó diện 


3 
tích của thiết diện là : Š = 2P = PT = 96 (cm) Hình 2.24 


(h.2.24). 


. Giả sử ta có điểm M thuộc mặt phẳng (P) thoả mãn các điều kiện của giả thiết đã cho. 
Gọi 7 là hình chiếu vuông góc của Mí trên AB. Hai tam giác vuông BIM và MHB bàng 
nhau vì có cạnh huyền chung và một cặp góc nhọn bằng nhau. Do đó Mĩ = BH không 
đổi. Vậy điểm M luôn luôn nằm trên mặt trụ trục AB và có bán kính bằng BH (h.2.25). 


Hình 2.25 


2.8. Gọi (P) là mặt phẳng đi qua S và vuông 


gốc với trục của mặt trụ (2). Mặt 


phẳng (P) cắt (2) theo một đường tròn 
tam Ó (h.2.26). Ta hãy xét một vị trí 
của đường thẳng đ. Gọi A, B là giao 
điểm của đ với (27) và 7 là trung điểm 
của đoạn AB. Chiếu A, B, ï theo phương 
vuông góc với mặt phẳng (P) ta được 
các điểm theo thứ tự là ÁA', 8, 7 thẳng 
hàng với S, trong đó A', 8 nằm trên 
đường tròn tâm Ó trong mặt phẳng (P) 
và Ứ là trung điểm của đoạn A'B”. Do đó 
điểm / luôn luôn nằm trên đường tròn 
đường kính SÓ trong mặt phẳng (P) và 
đường thẳng ¡ƒ' vuông góc với (P). Ta 
suy ra đường thẳng /! nằm trên mặt trụ 


(Ø') chứa đường tròn đường kính SO 
nằm trong (P) và có trục song song với 
trục của mặt trụ (7). Tất nhiên, điểm / 
chỉ nằm trong phần mặt trụ (2), 
thuộc miền trong của mặt trụ (2). 


Hình 2.26 


2.9. a) Từ A và B dựng các đường sinh AÁ' và BB' ta có thiết diện qua Á? và song song với trục 


là hình chữ nhật AA'BB'. Góc giữa AB và trục chính là góc ABB”. Do đó ABB.=309. 


_Vạy AB' = BB' tan30° = Ti 


3 


Do đó diện tích tứ giác AA'BB là S, „„„ = AB'. BB'= r.rA|3 =r2xl3. 
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2.10. 


_làOH= 


2.11. 
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b) Góc giữa hai bán kính đáy ÓA và Ó“B là AOB” hoặc 
A'ØB (h.2.27). | 


Vì AB' =r nên AO#' là tam giác đều, do đó AOB” = 609°.. 


c) Mặt phẳng (ABB) chứa AB và song song với trục 
OO' của hình trụ. Gọi H là trung điểm của AB”. Ta có 
OH 1 (ABB'. Đường thẳng qua H song song với ÓÓ” 
cắt AP tại !. Dựng /K // HO cắt ÓO' tại K. Ta chứng 
minh được ï/K là đoạn vuông góc chung của AB và ÓÓ“. 


r3 


Ta có IK = HO = ” 


a) Vì trục Ó” vuông góc với các đáy nên OÓ' L ÓA 
và OQÓˆ L Ø?. Vậy các tam giác AÓÓ' và BÓ?OÓ vuông 
tại Ó và Ó' (h.2.28). | 
Theo giả thiết ta có AO L Ø@?, mà AO L OỚ” nên 
AO L (OOØ?). Do đó AO 1 OB, nên tam giác AOB 
vuông tại Ó. Tương tự, ta chứng minh được tam giác 
AO'B vuông tại Ó“. Thể tích hình chóp OABØ' là 

l 


| J2 


1 1 
hay V=—:—OO.'B.AO = —-rA2r2 =Ý^ r3, 
Y “tàu 6 


° 


b) Ta có (2) là (ABB?). Vì ÓÓ/ // (2), nên khoảng cách . 


giữa OO' và (2) bằng khoảng cách từ Ø đến (2). Dựng 
OH 1L AB tacó OH L (2). Vậy khoảng cách cần tìm 


rÝ2 
về, 


c) Đường tròn tâm O có bán kính bằng " tiếp xúc 


với A' tại H là trung điểm của AB”. Do đó mặt phẳng 
(2) song song với trục ÓÓ“ chứa tiếp tuyến của đường 
tròn đáy, nên (2) tiếp xúc với mặt trụ dọc theo một 
đường sinh, với mặt trụ có trục ÓÓ” và có bán kính đáy 
¬-.: : 
bảng ———- 
: 2 


a) Ta có công thức Sx4 = 27 rÍ với r = 50 cm, / = 50 cm. 
Do đó Š„„= 2Zz .50.50 = Z .5000 (cmˆ) 
và V=Zzr7h =125 000.⁄z (cm). 


Hình 2.28 


Hình 2.29 


2.12. 


b) Giả sử đoạn thẳng AB có điểm mút Á nằm trên đường tròn đáy tâm Ó và điểm mút B 
nằm trên đường tròn đáy tâm Ó“. Theo giả thiết ta có 4B = 100 cm. Giả sử /K là đoạn 
vuông góc chung của trục ÓÓ” và đoạn AB với 7 thuộc ÓÓ' và K thuộc AB. Chiếu vuông 
góc đoạn AB xuống mặt phẳng đáy chứa đường tròn tâm Ø”, ta có A'”, H, B lần lượt là 
hình chiếu của A, K, 8 (h.2.29). 


Vì KI L OÓ' nên IK song song với mặt phẳng (O2'BA), do đó O'H // IK và O“H = IK. Ta 
suyra(@71HH ÌL AB và O7H 1 AA' Vậy OH L A®B. 


Xét tam giác vuông AA'B ta có A“B = VAB2 - AA?2 = ^j1002 — 502 = 502/3. 


2 
Vậy IK=OH = \OA2 - AH}? = J0 19”) =50JI~ = 25 (cm). 


Theo giả thiết ta có tam giác đáy ABC là tam giác đều (h.2.30). 

Gọi 7 là trung điểm của cạnh 8C và Ó là tâm của tam giác đều ABC. Theo giả thiết ta có 

SA =a. Đặt Óï = r, SO = h, ta có AO = 2r và SIÀ=ø. 

1⁄42 h=rtanø 

O 
4” =h2 +4r? 

Vậy a2 =r? tan? ø+4r2 = r2(tan? œ +4). 

d#= atan 


a 
YXtan?ø+4 tan? z+4 


Gọi 5. là diện tích xung quanh của 


Ta suy rar = 


hình trụ ta có công thức Š vợ = 27Zri 
trong đó 


se b) jj?<jê atanơ 
YXtan? z+4 Ntan2? œ+4- 
2 
q“ tanz 
Vậy S„= 2#:—————' 
tan“ œ+4 


Các mặt bên S4B, SBC, SCA là những 
phần của ba mặt phẳng không song song 
với trục và cũng không vuông góc với 
trục nên chúng cắt mặt xung quanh của 
hình trụ theo những cung elip. Các cung Hình 2.30 
này có hình chiếu vuông góc trên mặt 

phẳng (4ÖC) tạo nên đường tròn đáy 

của hình trụ. 
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§2. MẶT CẦU 


BC L AB | 
2.13. a) Ta có = BC 1 (SAB) = BC 1 AB'. 
BC 1L SA 


Ta lại có AB'L SC nên suy ra AB” L (SBC). 
Do đó AB'ˆ L 8C. 
Chứng minh tương tự ta có ADˆ L DC (h.2.31). 
Vậy ABC=ABC=ACC - 

= AD“C = ADC =909. 
Từ đó suy ra 7 điểm A, B, C, D, B, CD“ 
cùng nằm trên mặt cầu đường kính là AC. 


Hình 2.31 
b) Gọi r là bán kính mặt cầu, ta có r = = _ 842, - 


Vậy S= 4Zr2 = «a-e(8Ï =27za2 


và V=2r =.z (2= b Thìn 


2.14. Giả sử ta có mặt cầu tâm 7 đi qua các đỉnh 
Š, A, B, C của hình chóp. Mặt phẳng (ABC) 
cắt mặt cầu ngoại tiếp hình chóp theo giao 
tuyến là đường tròn tâm Ó ngoại tiếp tam 
giác ABC. Vì §A = SB = S$C nên ta có 
$SO L (ABC) và OÓS là trục của đường tròn 
tâm Ớ. Do đó SỞ L AÓO. Trong tam giác 
SAO, đường trung trực của đoạn SA cắt SƠ 
tại 7 và ta được hai tam giác vuông đồng 
dạng là S/M và SAO, với M là trung điểm 
của cạnh $4 (h.2.32). 


li c2 Sa với SĨ = IA = IB = IC =r. 


\Í 


"ấm pgantuyyg 


Hình 2.32 


Do đó diện tích của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC đã cho là : 


2 
$=4Zr? =47z bài Sun 
2h h? 


2.15. 


2.16. 


a) Theo giả thiết ta có : 

AMM = AAM = AM,M =90° (h.2.33). 
Do đó 5 điểm A, A, M, M, Mị cùng 
thuộc mặt cầu (5) tâm Ó, với Ó là trung 


điểm của AM và có bán kính r = UỜI 


Mặt khác ta có AM” =A'A? + AM”, 


đó cà 
trong đó cOs@=———, 
Ê V4 AM 
Hình 2.33 
MM x 


nên ÁM =  — 
COS  COSỚ 


2 D2 s60 2 
¿2 đới X ; đ“ COS“ Ø+ x 1 
Do đó AMỶ= a2? + 5 , Suy ra AM = — = A42 cos2 ø+ x2 
COS“ Ø COS“ Ø COS@ 


, 


Mặt cầu tâm Ó có bán kính r = — = : 442 cos? Ø@+ x2. 


2cosợ 


2 
Diện tích của mặt cầu tâm Ó : § = 4Zr2? = Zz(2r)2 = z(A'M?)= z[“ + =s Ề 
COS“ Ø 

b) Gọi / là trung điểm của đoạn AA'. Ta có /Ó // A nên tâm Ó di động trên đường thẳng 
đ cố định đi qua 7 và song song với A.. Mặt cầu tâm Ó đi qua hai điểm cố định A, A'”, có 
tâm di động trên đường trung trực đ cố định của đoạn ÁAA”. Vậy mặt cầu tâm Ó luôn luôn 
chứa đường tròn cố định tâm 7 có đường kính AA' nằm trong mặt phẳng chứa AA' và 
vuông góc với đ. 


a) BAC =909. Gọi M là trung điểm của 
BC, ta có MA = MB = MC. Dựng đường 
thẳng đ vuông góc với mặt phẳng (ABC) 
tại Mĩ. Mặt phẳng trung trực của đoạn $4 
cắt đ tại ÓO. 

Ta có 5 = ØA =OB =OC 


vàr” = OA^ = OM “ + MA” - 


-(§]*(/]“(Ÿ' 


Do đó ta có hình cầu tâm Ó ngoại tiếp tứ 


diện và có r = „va? +b?+c2 (h.2.34). 


Hình 2 34 
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-_b) BAC =60° và b = c, khi đó ABC là tam giác đều cạnh ö. Gọi ? là trọng tàm của tam 


2.17. 


giác đều nên 7 đồng thời cũng là tâm của đường tròn ngoại tiếp tam giác đều ABC. Dựng 
đ là đường thẳng vuông góc với mặt phẳng (ABC) tại !. Mặt phẳng trung trực của đoạn 
SA cắt đ tại Ó. 


Ta có Ó§ = OA = OB = ÓC và rˆ = OA”= OI + 1A”. 
Do đó ta có hình cầu tâm Ó ngoại tiếp tứ diện và có 


Hình 2.35 _ Hình 2.36 


c) BAC =120° và b = c, khi đó ABC là một tam giác cân có góc Á ở đỉnh bằng 120° và 
cạnh bên bằng ?. Gọi M là trung điểm của cạnh 8C. Kéo dài AM một đoạn MK = AM, ta 
có KA = KB = KC = AB = AC = b. 

Dựng đường thẳng đ vuông góc với mặt phẳng (ABC) tại K. Mặt phẳng trung trực của 
đoạn SA cắt đ tại Ó. 


2 
Ta có: 0§= OA = ØB =O€ và” = Ø4” =OKỄ + KI= | Š) J2. 


_ 2 
Do đó ta có mặt cầu tâm Ó ngoại tiếp tứ diện và có bán kính r = nn +ø? (h.2.36). 


a) Tam giác ADC vuông tại A nên AD = DC? - AC? q) 
Tam giác ABC vuông tại A nên BC” = AC” + AB? : (2) 
Từ (1) và (2) ta suyra_ AD”+BC7=DC? +ABˆ=4r?+AB? @) 
- Mặt khác ta lại có AC” =DC? - Ap? (4) 
và BD” = AD) + AB? (5) 


66 


5B-BT HÌNH HỌC 12-C 


Từ (4) và (Š) ta có : 

AC? +BD2 = DC2 + AB? =4r2 + AB2 (6) 
Từ (3) và (6) ta có : | 
AD? + BC? = AC2 + BD2 (không đổi) 

(vì 4r2 + AB? không đổi). 


b) Diện tích tam giác BCD bằng š đường 


cao BH nhân với đường kính ĐC. Diện tích 
này lớn nhất khi B/ là đường cao và khi đó 
AI L CD (h.2.37). 


c) Ta có AH | DC. Do đó khi CD di động, 
điểm H luôn luôn nhìn đoạn A7 dưới một góc 
vuông. Vậy tập hợp các điểm H là đường tròn 
đường kính Á/ nằm trong mặt phẳng (2). 


2.18. a) Giả sử mặt câu đi qua đỉnh A của hình - 
chóp và tiếp xúc với cạnh $B tại Bị, tiếp xúc 
với cạnh $C tại C¡. Khi đó mặt câu cắt cạnh 


AB, AC lân lượt tại các điểm C¿, By. Mặt 
phẳng (S4) cắt mặt cầu đó theo giao tuyến là 
một đường tròn. Đường tròn này tiếp xúc với 


5B tại Bị và đi qua A và Ca. 
Do đó ta có : BB? = BA.BC; trong đó 


pP2 
BB\= 5B _ 242, Do đó BB2 =^—. 
2v :2 2 


Hình 238 


a2 


ng 
Vậy n =a.BC; = BCạ= T— :a= n (h.2.38). 


Điều đó chứng tỏ mặt cầu nói trên đi qua trung điểm Ca của đoạn AB. Lí luận tương tự ta 
chứng minh được mặt cầu đó đi qua trung điểm B› của AC. 
b) Gọi giao điểm thứ hai của mặt câu với đường thẳng SA là D, ta có : 

2 


v2 2 
$D. SA = S2 hay SD.av2 -(S] =— 


2 
Dođó SD= S:a/5=#42 và ÁD = §A - $D = " 
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2.19. Giả sử có một mặt cầu tiếp xúc với các 


. Lập luận tương tự ta cũng có : 


cạnh AB, AC, AD, BC, CD, BD của tứ diện 
ABCD lân lượt tại M, N, P, Q, R, S. Khi đó 
AM, AN, AP là các tiếp tuyến cùng phát 
xuất từ Á nên AM = AN =ÁP. 


BM = BQ = BS 
CO =CR=CN 
DR = DS = DP. 
Vậy AB + CD = AM +MB + CR + RD 
=AN+BS+CN+DS 
=AN +NC + BS + SD Hình 2.39 
=ÁC +BD | 
Bằng lí luận tương tự ta chứng minh được AB + CD = AC + BD = AD + BC (h.2.39). 


-2.20. Gọi !ƒ là trọng tâm của tam giác đều BCD. 


_ chớp có đáy là tam giác đều nên tâm của 


2 
2 
Ta có AHˆ= AC? — HC” = a2 — 2243 [ _24Ê, Vậy AH = aJ6 và ụ~ 2Ý6 
32 3 6 
2 2 2 
Mặt khác OC”= 0H” + HC = + “—=== hay ÓC = OB= 0D = “Ê- 


Vì BD = BC = CD = a nên các tam giác 
DOB, BOC, COD là những tam giác vuông 
cân tại Ó. Do đó hình chóp BC là hình 


mặt cầu ngoại tiếp phải nằm trên ÓH, ngoài 
ra tâm của mặt cầu ngoại tiếp này phải nằm 
trên trục của tam giác vuông DÓB. Từ trung 
điểm C“ của cạnh BD ta vẽ đường thẳng 
song song với ÓC cắt đường thắng ÓH tại I. 
Ta có 7 là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện : 
OBCD. Mặt cầu này có bán kính là JC và 
IC” =IH” + HC” (h.2.40). 


Chú ý rằng 1H = 20H (vì HCˆ= SHC. 


Hình 2.40 


2 3 2 
uó6/77+ -tC{ẽ - hy 5 
24 3 


2.21. Tam giác CED là tam giác vuông cân tại E nên trục của đường tròn đi qua ba điểm C, E, D 


68 


là đường thẳng A đi qua trung điểm / của đoạn CD và song song với SA. 


Gọi M, N lần lượt là trung điểm của SE và $C. 
Ta có mặt phẳng (ABNM) là mặt phẳng trung 
trực của đoạn SE. Vậy tâm @Ø của mặt cầu 
ngoại tiếp hình chóp S.CDE chính là giao 
điểm của A và mặt phẳng (ABNM). Gọi K là 
trung điểm của AB thì KN // AM và do đó 
KN // (SAE). Ta có IK // AD nên !K // (SAE). 


= 


Vậy KN và A đồng phẳng và ta có Ó là giao CHẾ TUNGG 
điểm cần tìm (h.2.41). 
Chú ý rằng OïK là tam giác vuông cân, vì B C 
OKI = MAE = 459. | Hình 2.41 
f\C6G0Tf<IR W006081ES)E 6 cớ cu cóc 

2 ¿ ,) 

3. ủy2 
Vậy OC” = OI Ÿ + IC” = TH (vì CD = a2, IC= S" Do đó bán kính mặt 
a1. 


cầu ngoại tiếp hình chóp S.CĐE là : r = ÓC = 


2 


2.22. a) Gọi H là hình chiếu vuông góc của tâm Ó trên mặt phẳng (2). Theo giả thiết ta có 


3 


OAH =309. Do đó : HA = OA cos309 = sai 
Vậy diện tích của thiết diện tạo bởi (2) và 
hình câu là : § = Z. HA? -_3rˆ. 

b) Mặt phẳng (4BO) qua tâm Ó của hình cầu 
nên cắt mặt cầu theo đường tròn lớn qua A và Ö. 


Gọi 7 là trung điểm của đoạn A8 ta có ÓI L AB. 


Vì AB // OH nên AIOH là hình chữ nhật. 
Dỡ đỗ AT SÓNG CO =7. _ 
2 „XI Hình 2.42 


Vậy AB = 2AI = r (h.2.42). 


Chú ý. Có thể nhận xét rằng tam giác O4B cân tại Ó (OA = OB) và có góc OAB = 609 
nên ÓAB là tam giác đều và suy ra AB = ÓA = ÓB =r. 


2.23. a) Theo giả thiết ta có AH = l (h.2.43). 


Ta suy ra OH = . Gợi rˆ là bán kính của đường tròn ( €). 
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2 
Ta có : r2 =r?—OH? =r?-—=——: 


Vậy diện tích của hình tròn ( €) là : 


8Zrr7 


§= zr2 = 


b) Vì BCD là tam giác đều nên ta có : 


BC = r3 = 26, (h.2.43). 


š : : Hình 2.43 

Diện tích của tam giác đều BCD là : 

s„ BC2V3 242 v3 _ 2r243, 
4 9 4 3 
- Thể tích hình chóp A.BCD là : V = 12r23 4r_ _8V3rẺ, 
3 3 3 27 

Hai hình chóp A.BCD và A“.BCD có chung mặt đáy BCD nên 
V , , - „3 
_A.8CD _ HA _ 1. no đó Đi 4V3r : 
VÀ gcp 27 

BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG II 


2.24. Tứ diện ABCD có BAD=90° nên 


ABD=ø là một góc nhọn. Khi quay các 
cạnh của tứ diện đó xung quanh cạnh AB_ 
thì cạnh BD tạo thành một hình nón tròn 
xoay đỉnh Ö có trục là AB, cạnh AD vuông 
góc với A tạo thành đáy của hình nón đó. 


Mặt khác theo giả thiết ta có BD 1L BC 
nên AB L BC. Ta có BAC = ổ là một góc 
nhọn. Do đó khi quay các cạnh của tứ diện 
xung quanh cạnh AB thì cạnh AC tạo 
thành một hình nón tròn xoay đỉnh Á có 


trục là AB, còn cạnh BC tạo thành đáy của 
hình nón (h.2.44). 


Như vậy khi quay tất cả các cạnh của tứ - : 
điện xung quanh trục AB thì các cạnh BD Hình 2.44 
và AC tạo thành hai hình nón. 
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2.25. 


2.26. 


a) Hình trụ nội tiếp trong lãng trụ có đường 
tròn đáy tiếp xúc tại trung điểm các cạnh 
của tam giác đáy. Gọi / là trung điểm của 
cạnh ÖC, r là bán kính đáy của hình trụ nội 
tiếp trong lăng trụ, ta có : 
AI= ®Š. peasr- #33 (h.2.45). 
2 6 

Ta có điện tích xung quanh của hình trụ nội 
tiếp lăng trụ là : 


a3, _ Ý3⁄.ah. 
6 3 


b) Ta có mặt phẳng (A47) là mặt phẳng qua 
trục hình trụ. Mặt phẳng này cắt hình trụ theo 


Šyạ = 27ml = 27 


thiết diện là hình chữ nhật IKK7. Đoạn A7 Hình 2.45 
cắt KK' tại M nên cắt hình trụ theo đoạn IM. 
Ta có : -.- = Kiis^b: 

AA  IA 3 Đ — 

2 4h? _ 3a” +4hˆ 
Xét tam giác vuông IKM ta có : IM? =IK? +K s ta“ 
Ki) 2 

Vậy IM = — 


$ 2 
a) Hình trụ có chiều cao b = a và bán kính đáy r = = (h.2.46). 
Do đó ta có : Sưu = 2Z7rh = Za242. 


b) Gọi 7 là tâm của hình lập phương. Tất cả 
các đỉnh của hình lập phương đều có khoảng 


a3 


cách đến / bằng Ea nên chúng nằm trên 


a3. 
2 


mặt cầu tâm ï bán kính r = 


Ta có diện tích mặt cầu đó là § = 4Zr? = 3⁄47. 


c) Đường tròn đáy của hình nón tròn xoay đỉnh 
A tạo nên bởi cạnh 4B là đường tròn ngoại tiếp Hình 2.46 
tam giác đều A'BD, tam giác này có cạnh bằng 


a\6 


ax2 và có đường cao bằng E0 


lại 


a6 


Do đó đường tròn đáy hình nón có bán kính zˆ = ST Ta, Vậy hình nón tròn xoay này có 
5 
đường sinh / = ø và có diện tích xung quanh là Sun = Zr Ï = = = Ïa 


2.27. Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm của các cạnh 
AB, BC, CA và A', B', C' là các điểm tiếp xúc của 
các cạnh bên S4, SB, SC với mặt cầu. Ta có AA' 
và AM là hai tiếp tuyến nên AM = AA.. Vì M là 
trung điểm của AB nên AM = MB. 


Mặt khác BM = BB, ta suy ra AA' = BB.. 


Vì S4'= SB' nên SÁ' + A'A = $B' + B'B 
hay §A = SB. 


Tương tự, ta chứng minh được Šð = S%C. 
Do đó SA = 5B = §C. 


Mặt khác AB = 2BM = 2BN = BC = 2CN = 
= 2CP = CA. Vậy AB = BC = CA và ABC là 
một tam giác đều. Do đó hình chóp S.ABC có 
SA = SB = S$C và ABC là một tam giác đều nên là Hình 2.47 
một hình chóp đều. Ta có đường cao kẻ từ Š 

có chân là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 

đều ABC (h.2.4?7). : 


2.28. a) Vì các mặt đáy của hình trụ vuông góc với 
trục ÓÓ” tại Ó và Ó” nên chúng tiếp xúc với mặt 
cầu đường kính ÓÓ' (h.2.48). 


Gọi 7 là trung điểm của đoạn ÓO“. Ta có ? là tâm 
của mặt cầu. Kẻ /M vuông góc với một đường 
sinh nào đó (M nằm trên đường sinh) ta đều có 
TM = r là bán kính của mặt trụ, đồng thời điểm 
M cũng thuộc mặt cầu. Vậy mặt cầu tiếp xúc với 
tất cả các đường sinh của mặt trụ. 


b) Trên mặt đáy tâm Ó ta gọi Ö là trung điểm 
của bán kính ÓP. Qua kẻ dây cung AB L OP 
và nằm trong đáy (Ó ; r). Các đường sinh 4D và 
BC cùng với các dây cung AB và DC (thuộc đáy 
(Ó”; r)) xác định cho ta thiết diện cần tìm là một 
hình chữ nhật. Gọi Š là diện tích hình chữ nhật 
này, ta có : SApcp = AB.AD trong đó AD = 2r Hình 2.48 
còn AB = 2AH. Vì ïH là trung điểm của ÓP nên 
ta tính được AB = rV3. Vậy Sagcp = 2r2AJ3. 
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2.29. 


2.30. 


c) Đường tròn giao tuyến của mặt cầu đường kính OÓ” và mặt phẳng (ABCD) có bán 


AB rA4'3 


kính bằng k6 = N. Đường tròn này có tâm là tâm của hình chữ nhật ABCD và tiếp 


xúc với hai cạnh AD, BC của hình chữ nhật đó. 


a) Tam giác vuông ABC có BC = 2a và AC = a nên ta suy ra ABC =30°. Khi quay xung 
quanh trục AB cạnh BC tạo nên mặt nón tròn xoay có góc ở đỉnh bằng 60° và có đường 
tròn đáy có bán kính AC = a. Khi quay xung quanh trục AB nửa đường tròn đường kính 


AB tạo nên mặt cầu có tâm là trung điểm 7 của đoạn Áð và bán kính r = = (h.2.49). 


b) Khi quay xung quanh trục 4ð, giao điểm M của nửa đường tròn đường kính Að và 
cạnh BC sẽ tạo nên giao tuyến của mặt nón và mặt cầu. 


Vẽ MH LAB B 
,.MH CA a l1 
Ta có: ——=——=-——=—~- 
MB CB 2a 2 
2 a2 a 
Mặt khác ta có CA“ = CMf.CB nên ta có CM = PHÙ Si 
a 
&) 3 h 
Do đó BM = CB ~CM = 2a-—=—a và MH = —a. 
XIN.” 4 H 
Vậy đường tròn giao tuyến có bán kính rˆ= sa l 
A 4 C 


c) Gọi §¡ là diện tích toàn phân của hình nón và Š› là 
điện tích mặt cầu. Hình 2.49 


Ta có : Š¡ = Zrl + Zr? =2a? + ra” = 3/047. 


2 
$%= 4Zr? =4Z(IA) = s28) =3/a”. Vậy ŠỊ = Sa . 


a) Vì mặt phẳng (P) qua A và vuông góc với Aˆ nên ÁÁ' thuộc (P). Vì ÄM thuộc A mà đ là hình 
chiếu vuông góc của A trên (P) nên MỊ thuộc đ. Vì MA L AAÁ nên MỊA L AA'(h.2.50). 


Mặt khác MỊA L MA' nên ta suy ra MịA L (AAM). Do đó MỊA L MA và điểm A 
thuộc mặt cầu đường kính MM\ . 

Ta có MA' L (P) nên MA'L AM, ta suy ra điểm A' cũng thuộc mặt cầu đường kính M/M:. 
Ta có (Q) // (P) nên ta suy ra 4M L (@) mà MM' thuộc (Ó), do đó MịỊM L MM.. 

Như vậy 5 điểm A, A', M, #⁄”, M¡ cùng thuộc mặt cầu (S) có đường kính MM¡. Tâm Ø 


của mặt cầu (S) là trung điểm của đoạn ÄM⁄M:. 


mộ 


Hình 2.50 
Ta có MÍM2 = MA? + AM) = MA? + A/A2 + AM2 = x? + a2 + x2 co ø 


AM, 
vì MMI = x và cot#= ———= 


M,M x 


có — MÊM, l : 
Bán kính r của mặt cầu (S) bằng 5 nên z = 2ve' +z2(+cot2 ø). 


b) Hình tứ giác A?⁄/MM/4 là hình chữ nhật nên tâm Ó cũng là trung điểm của AM. Do 
đó khi x thay đổi thì mặt phẳng (Ó) thay đổi và điểm O luôn luôn thuộc đường thẳng Z 
đi qua trung điểm 7 của đoạn AA” và song song với đường thẳng A. Vì mặt cầu tâm O 
luôn luôn đi qua hai điểm cố định A, A' nên nó có tâm Ó di động trên đường thẳng đ”. Do 
đó mặt cầu tâm Ó luôn luôn chứa đường tròn tâm 7 cố định có đường kính AA” cố định và 


_ nằm trong mặt phẳng cố định vuông góc với đường thẳng đ. 


2.31. a) Gọi 7 là trung điểm của cạnh AB. Vì tam giác 
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ABC vuông cân tại C nên ta có ÏA = IB = JC. Vậy ï là 
tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Do đó tâm 
mặt cầu ngoại tiếp tứ diện S4BC phải nằm trên. 
đường thẳng đ' vuông góc với mặt phẳng (ABC) tại 7. 
Ta suy ra đ // d. Do đó đ' cắt SB tại trung điểm O 
của đoạn SB. Ta có ØB = ÓS = ÓA = ÓC và như vậy 
Ó là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ diện SABC 
(h.2.51). 


b) Trường hợp mặt phẳng (S8C) tạo với mặt phẳng 
(ABC) một góc 30° thì góc của hai mặt phẳng đó 
chính là góc SCA. Thực vậy vì $Á 1 (ABC) mà 
AC 1L CB nên ta có $C 1 CB. Do đó ŠCA =309. tình 2:8? 


Vì AB = 2a nên ta có ÁC = axÍ2 2 ta suy ra SA = AC.tan 30° = a2 l Huy Số 


"Gọi r là bán kính mặt cầu ngoại tiếp tứ điện khi SCA =309. 


'Tacór= _ = OA =OB =ÓC = OS, trong đó SB“ = SA” + AB”. 


Vậy S 2= 6E áa 24242 - Do đó sg- 442. 
9 w 3 
SB_ aj42 


Ta suy rar= —=———- 
hi 2.6 


2.32. a) Trong mặt phẳng chứa đường tròn tâm Ó ngoại 
tiếp tứ giác ABCD ta kẻ đường kính qua Ó vuông 
góc với dây cung AC tại j. Ta có IA = ¡C và 
OI /J BD. Gọi O' là tâm mặt cầu đi qua 5 đỉnh của 
hình chóp ta có 2A = Ø?B = ÓC = ØD = O5. 
Điểm Ó' phải nằm trên trục đ của đường tròn ngoại 
tiếp tứ giác ABCD. Ta có d L (ABCD) tại ÓO. Gọi 
M là trung điểm của cạnh $C. Ta có Mĩ // SA nên 
Mi L (ABCD) tại I. Từ M kê đường thẳng đ' // O7 
cắt đ tại Ó'. Vì 4 L (SAC) tại M nên ta có 

_ ÓC = OS và ÓC là bán kính r của mặt cầu ngoại 
tiếp hình chóp S. ABCD (h. 2.52). - 


Ta có r= Ó'C = \002:oe: - dvrn 


: : Hình 2.52 
: [2] tr? _ V tá, | 
\\2 2 _ 


b) Vì $4 không đổi nên ta có Vsagcp lớn nhất khi và chỉ khi Sagcp lớn nhất. Ta có 


SABCD = SAC.BD trong đó AC và BD là hai đây cung vuông góc với nhau. Vậy AC.BD 
lớn nhất khi và chỉ khi AC = BD = 2r”, nghĩa là tứ giác ABCD là một hình vuông. 


ĐÁP ÁN CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 


2.33 (A) 2.35 (B) 2.37 (B) 2.39 (B) 
2.34 (A) 2.36 (B) 2.38 (C) 2.40 (A) 2.41 (A) 


J3 


II) II PHƯƠNG PHÁP T0A ĐỘ 
LÀ) TRÓNG KHÔNG ¬ 


§1. HỆ TOA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


I- HỆ TOẠ ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN - 
Hệ trục toạ độ Đề-các vuông góc trong không gian gồm ba trục xx, yOy, 
Z'Oz vuông góc với nhau từng đôi một. Gọi ¡, j, È lần lượt là các vectơ đơn 
vị trên các trục xOx, yOy, zOz. Điểm Ó được gọi là gốc foạ độ. Các mặt 


phẳng (Óxy), (Óyz), (Øzx) đôi một vuông góc với nhau được gọi là các mặt 
phẳng toạ độ. _ 


Không gian gắn với hệ toạ độ Oxyz được gọi là không gian Oxyz. 


II- TOẠ ĐỘ CỦA MỘT ĐIỂM 
Trong không gian Oxyz cho một điểm M tuỳ ý. 


Khi đó ta có OM = xỉ+ yj+zk và gọi bộ ba số (x; y ; z) là oạ độ của điểm M 
đối với hệ trục toạ độ Oxyz đã cho. Như vậy có tương ứng 1 — 1 giữa mỗi điểm 
M trong không gian với một bộ ba số (z ; y ; z) gọi là toạ độ của điểm M đối 
với hệ toạ độ Óxyz cho trước. Ta viết : M = (x; y ; z) hoặc M(x; y ; 2). 


II- TOA ĐỘ CỦA MỘT VECTƠ 
Trong không gian Oxyz cho vectơ đ với đ = ai+ 42 j +đa k. 
Khi đó bộ ba số (2¡; a„; 4) được gọi là ứog độ của vectơ đa đối với hệ toạ độ 


Oxyz cho trước. Ta viết : đ = Cát q2; a,) hay đ (4: g2; đ;). 
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IV- BIỂU THỨC TOẠ ĐỘ CỦA CÁC PHÉP TOÁN VECTƠ 


Trong không gian Oxyz, cho hai vectơ đ = (2; 42; đ.), b= (bị; b„; b„) và 
một số k. Khi đó ta có : : 


P) +b =(+biia,+b2; đa, + b,) 
ä - b =(4, —bị; a, — bạ; a, — b,) 


ka = (ka.; ka„; ka.). 


đi = Ủ\ 
£#” Chú ý.a) 4 = b © 4a› =bạ. 
đ3 = ba 


b) 0 =(0;0;0). 


c) đ và b (z 0) cùng phương có một số &k sao cho 


đi = khị bị = ki 
a¿ =kb› hay b› = ka›a 
đa = kh - ba = kaa. 


đ) Nếu A = (đI; 42; a,), B = (bị; b.; b„) thì AB =(bị —đ1;Dạ — đa; 3 — đa). 


V- BIỂU THỨC TOA ĐỘ CỦA TÍCH VÔ HƯỚNG VÀ CÁC ỨNG DỤNG 
a) Trong không gian Oxyz cho hai vectơ đ = (4; 4; đ,), b= (b; b„ : b,). 
Ta có đ.b =aibi +a„b, + a,b¿. 
b) Độ dài của một vectơ : 
Cho vectơ đ = (đ¡; đ.; 4,), ta có lá| = v2.4 =|a£ +a5 +aŸ. 


c) Khoảng cách giữa hai điểm A = (xà; yà: Z.) và B= (x,; y„; Zp) là. 


|Ag| =AŒp —xA} +Óyp -yA) +T(Zp —ZA} ‹ 


T7 


VỊ. 


d) Gọi Ølà góc giữa hai vectơ đ = (4¡; 4 2: ạ) và b= (b; b2; b,). 


điỗi + 42Ð2 + đa 


Ta có : cosØ= cos(đ,b)= Ta 
P] TH \đ‡ +đÊ +di. bị +2 


và đa Ì b c®anbi +a„b, + a,b, = 0. 


PHƯƠNG TRÌNH MẶT CẦU 


Trong không cn Oxyz mặt cầu tâm ï = (2 ; b ; c) bán kính r b phương trình 


là: x =4) + (y —b))+  ~c)ˆ= r!, 


hoặc . x7 +y +z7 - 2ax — 2by — 2cz + aˆ +bˆ+c? =r2, 


Ngược lại, phương trình x2 +y? +z7+ 2Ax+2By+2Cz+D=0 
với A” + B” +C? ~ D >0- là phương trình của mặt cầu tâm Ï(-A ; ~ ; ~C) 


có bán kính r=NA? +Ð? +C2—PD 


B. CÁC DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


VẤN đề Ï 


Tìm toạ độ của một vecto và các yếu tố liên quan đến vectơ thoả mãn 


_ mỘt #Õ điều kiện cho trước 
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1. Phương pháp giải 


Sử dụng các định nghĩa có liên quan đến V€CfƠ : toạ độ của vectơ, độ dài của 
vectơ, biết phân tích một vectơ theo ba vectơ không đồng phẳng, biết tính 
tổng (hiệu) của hai vectơ, biết tính các toạ độ trọng tâm của một tam giác, .. 


2. Ví dụ 


1 đụ 1. Trong không gian Óxyz cho ba vectơ đ = (5 ; 7 ; 2), b =(3;0;4), 
= (6; 1 ; 1). Hãy tìm các vectơ sau đây : 


a) Ø =33—2b+ế ; | b)  =5đ+6b+ 4€. 


| Giải 
3đ =(15;21; 6) 
a) Ta có 4~2b =(—6 ; 0 ; —8) 
ể =(6;1;-—1). 
Do đó ñ=3đ~2b+€ = (3; 22 ; -3). 
b) Tương tự, ta tính được # = (19; 39 ; 30).. 
%Ỹ đụ 2. Cho hai vectơ đ và b tạo với nhau một góc 120°, Tìm lä + và 
|z—PÏ biết lä| = 3, |b| = 5. 
Gửi 
| =ả =2 Ko, =2 “PP _— 
Ta có : |z+ | = laÌ +|Ð| +2äl.|P|.cos(3,) 
=9+25+ 235|~5) =19, 
Vậy |ä+b| = v19. 


|z Thị = |8l” th ~2|ä|.|B|.cos(Z,b) 
=9+25-— 235| 2] =40, 
Vạy |3—B| =1. 


4% đụ 3. Cho hình lập phương ABCD.A'BC'D". 
Hãy phân tích vectơ AC” theo ba vectơ KT 
AB, AC, AD. A 


Giải 
Ta có AC” = AC+AA” vì ACC^A' là C 
hình chữ nhật (h.3. 1). 
Tương tự: AC” = AB + AD vì ADC”B: TNGG. D' 


là hình chữ nhật. Hình 3.1 
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và AC, = AD'+ AB vì ABC'D' là hình chữ nhật. 

Do đó 3AC =AC+AB+AD +AA'+ AD+ AB = AB+AC+ AD + AC”. 
Ta suy ra 2AC = AB'+ AC + ADẺ. 

Vậy AC = (AE + AC+AP),. 

%⁄ đu 4. Trong không gian cho ba điểm Aq2 0;-2),B(2; 1; —1), C ; -2; 2). 
a) Tìm độ dài các cạnh của tam giác ABC. 


b) Tìm toa độ trung điểm của các cạnh của tam giác ABC. 


c) Tìm toạ độ trọng tâm Ở của tam giác ABC. 
Giải 
a) Tacó 4B =(1;1;1), BC =(—1;-3; 3), CÁ =(0;2; —4). 


Dođó  AB= [AB|=vI2+12+12 =43, 
BC = [BC|=a|(U? +(—3)? +3? =9, 
CA = |CAÌ= 2|02 +22 +(-4)2 =.J20=2-5. 


b) Gọi D, E, F lần lượt là trung điểm các cạnh AB, BC, CA. Ta có : 


_ *A txp _ 3 YA †ờp _ 


Ï 
2 2c 2 2) 


Vậy D= sáo CÓ, 
2.2" - d 


SÁU Huy si: 
2 / 


2D 


Tương tự, È = . ,=(1;—1;0). 
5...” 


c) Gọi G là trọng tâm tam giác ABC. Ta có GA+GB+GC =0. 
Giả sử G = (x; y; z). Ta có : GA =(l1—-x;-—y;-2~?) 

GB =(2-x;l—y;—lÌ~—z) 

GC =(l—x;-2—y;2—). 


Từ đó suy ra: GA+GB+ŒC = (4~ 3x; —1 3y ; —1 — 3z). 


Vì GA+GB+GC =0 nên ta có : 


4 
x=~- 
ÉÐ: tuy: n 4.1 1 
~l-3y=Ũ ©4y=-~ ©>G=|~;:—-~;—~ 
3 3 3 3 
—l1-3z=0 
l 
N-. 
3 


L8 VẤN để 2 


Chứng minh các hệ thức vectƠ 


1. Phương pháp giải 

Sử dụng quy tắc ba điểm đối với phép cộng, phép trừ vectơ và các tính chất 
của các phép toán về vectơ để biến đổi các hệ thức vectơ. 

2. Ví dụ 


4 đụ 1. Cho tứ diện ABCD. Gọi E và F lân lượt là trung điểm của AB và CD, 
[là trung điểm của EF. 


a) Chứng minh rằng IÁ+IB+IC+ID=0. 
b) Với điểm M bất kì trong không gian, hãy chứng minh rằng : 
4MI = MA+MB+MC +MD. 


A 
Giải 
a) Ta có IA+IB=2IE E 
IC+ID=2]F. 

Dođó IA4+IB+IC+ID=2(E+IF). p D 
- Vì / là trung điểm của EF nên IE+IF =0, F 

xa C 
suy ra lA+!B+IC+ID=0 (h.3.2). 

S Hình 3.2 


6A-BT HÌNH HỌC 12-0 ö 


§2 


b)Tacó M= MA+Al 

Mĩ = MB + Bi 

MI =MC +Cl 

Mi =MD+ Di. 
Do đó 4MI = MA+ MB+ MC + MD + AI + BỊ + CÍ + DĨ. 
Theo câu a) ta có AI + BĨ +CÏ + DI =0. Vậy AMI = MẢ+ MB+ MC + MB. 
4 ấu 2. Cho tứ diện ABCD. Chứng minh rằng AC+BD = AD + BC. 

Giải 
Ta có AC=AD+D€C 
BD = BC+CD. 
Do đó AC + BD = AD+ BC +DC +CD. Vì DC+CD=0 nên ta có 
AC+BD = AD+ BC. 


Nhận xét. Trên đây ta đã biến đổi vế trái thành vế phải. Mặt khác ta cũng có 
thể biến đổi vế phải thành vế trái bằng phương pháp tương tự. 


4⁄ đụ 3. Cho hình chóp tam giác S.ABC với ï 
là trọng tâm của tam giác đáy ABC. Chứng ` 


minh rằng SỈ=2(GÄ+S8+ 86). 


Giải 
Ta có %4 = SI+1A : £ 
SB = SĨ +IB 
_—- ` 
Do đó SÄ+ $8 + $C = 35I + JA + IB+1C. Hình 3.3 


Vì / là trọng tâm của tam giác ABC nên /A+/B+!C =0 (h.3.3). 


Vậy SỈ=2 (GẢ+S8+ 8Ô), 


6B-BT HÌNH HỌC 12-0 


UTC 


Tích vô hướng và các ứng dụng của tích vô hướng 


1. Phương pháp giải 

— Sử dụng định nghĩa tích vô hướng và biểu thức toạ độ của tích vô hướng. 

— Sử dụng các công thức tính khoảng cách giữa hai điểm, tính góc giữa hai vectơ. 
2. Ví dụ 


4% đụ 1. Trong không gian Oxyz cho ba điểm A(—1 : 89271 3):1700 2 24 Ly 
C(4; 2 ; 2). 


a) Tính tích vô hướng AB.AC ; 
b) Tìm côsin của góc BAC. 
Giải 
a) Ta có AB =(1;5;~2), AC =(5;4;—1). 
Do đó AB.AC = 1.5 +54 + C2).—1)=27. 
AB.AC 
lanl.|Ac|- "mm... XP PX-, 
27 9 


_ M3042 2/35: 
%⁄ đụ 2. Trong không gian Oxyz cho hai điểm A(2 ; 0; 1), 8(-1 ; 2; 3). 
a) Tính khoảng cách giữa hai điểm A và B. 


b) cos BAC = = 


Thanh 


b) Tìm côsin của các góc tạo bởi ba vectơ đơn vị ¡, 7, k trên ba trục Óx, Óy, Óz 


và vectơ AB. 
giải _ 
a) Ta có AB = (-3 ; 2; 2) và AB = |ABÌ=a|(-3)2+22 +22 = V17. 


b) Các vectơ ¡, j, & có toạ độ là: ¡ =(1;0;0), j =(0;1;0), £ =(0;0;1). 
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Do đó : cos(, AB)= = 


TÌm 7 
cos(j, AB) = Ki = ` 
||danl v1 
cos(E, AB)= bi Anh — 
lkllas| v17 
S 
1 đụ 3. Hình chóp S.ABC có §A = a, SB = b, SC = c 
và có: ASB = œ, BSC = 6, CSA = - ồ 
Gọi G là trọng tâm của tam giác ABC. 
Hãy tính khoảng cách SƠ. Ä C 
| Gửi 
_ Theo Ví dụ 3 (Vấn đề 2) ta có : , 
Sổ =2 (SÁ+SE+5Ỏ). Hình 3.4 


(SA+SB+ Và =$SA +$§B +$%C + 2.SA.SB+2.SA.SC + 2.SB.SC 


= a“+bˆ+cˆ + 2ab cosữơ+ 2ac cos⁄+ 2bc cos/. 


r 


Do đó SƠ = svz +bˆ +cˆ+2abcosœ+2aecos⁄+2bc cos  (h.3.4). 


4# đụ 4. Hệ trục Oxyz có ¡, 7, k lần lượt là các vectơ đơn vị trên các trục 
Ox, Óy, Óz. Gọi Óa, Ób, Óc theo thứ tự là các tia phân giác của các góc yOz : 
zOx, xÓy và đ, b, c€ theo thứ tự là ba vectơ đơn vị trên ba tia phân giác ấy. 


a) Hãy tính toạ độ các vectơ đ, b, £. 


¬ ¬ 


b) Tính các tích vô hướng đ.b, bể, €.đ và từ đó suy ra góc giữa các cặp 
vectơ đó. 


Giải 
a) Vì tia Øa là tia phân giác của góc 
yỚz nên tia Óa tạo với hai tia Óy và 


Óz hai góc đều bằng ch 


¬ 


Do đổ: đ= COS“^j+cos^-É 
4 4 


Tương tự, ta tính được : 


-E)=(2s$) 


b) Dùng cách tính tích vô hướng bằng biểu thức toạ độ ta có : 


Hình 3.5 


Mộ J2E ai: 
2 2 2 
~ ` Zz 
Vì |Zđ| = 1 và lp| = 1 mà d.b= li. li. cos(đ, b) nên fa suy ra (ä, b)= cà 
Tương tự, ta cũng có (,Z)=(2,4)=5- 


18 VẤN đề 4 
lập phương trình mặt cầu biết tâm và bán kính của mặt cầu đó 
1. Phương pháp giải | 
Phương trình mặt cầu tâm /(z ; Ð; c), bán kính z có dạng : 
x —a) + (y —B) + (z —e)? = r2. 
2. Ví dụ 


Trong không gian Oxyz hãy lập phương trình mặt cầu đi qua điểm M(5 ; -2 ; 1) 
và có tâm /(3 ; —3 ; 1). 
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Gii 
Mặt cầu cần tìm có bán kính r = IM = li. 
Ta có /M =(2;1; 0). Do đó r = [JM| = V22+12+02 =5. , 
Vậy mặt cầu có phương trình là : + —3)” + (y + 3)” + ¿ - =5 


hay 37 + y” +2” — 6x + 6y — 2z + 14 =0. 


VẤN để ? 


Cho biết phương trình mặt cầu, hãy xác định tâm và bán kính của mặt cầu đó 
1. Phương pháp giải 
Biến đổi phương trình đã cho về dạng : (x—ø)ˆ +(y—b}“ +(z—e)ˆ =r7. 
Khi đó mặt cầu đã cho có tâm ï = (2 ; b; c) và có bán kính bằng r. 
2. Ví dụ | 
Cho mặt câu có phương trình 3x” + 3y” + 3z” - 6x - 3y + 15z - 2 = 0. Hãy 
xác định tâm và bán kính của mặt cầu đó. 
Giải 


Phương trình mặt cầu đã cho có thể viết đưới dạng : 
2 
x2+y2+z7—2x—y+5z~— 3 =0 


2 z 
© œ-1Ÿ+[»-;) +[z+3] 7. 


Vậy mặt cầu đã cho có tâm ï = h : 2i 3Ì và bán kính r = Si 


3.1. 


3.2 


33, 


3.4. 


3.5. 


3.6. 


S3 yC 


3.8. 


Đo, 


. Chứng minh rằng : cos 


C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 
Trong không gian Oxyz cho ba vectơ đ = (2; -—I ; 2), b= (07), 
¿ =(-4; 1; —1). Tìm toạ độ của các vectơ ø# và ÿ biết rằng : 
a) ñ=34—2b+ ; b) =28+B+4. 
Trong không gian Oxyz cho vectơ đ = (1; -3; 4). 
a) Tìm yọ và zọ để cho vectơ b = (2; 3o; Zọ) cùng phương với đ. 
b) Tìm toạ độ của vectơ ở biết rằng đ và ể ngược hướng và |¿| = 2|2|. 


Trong không gian Oxyz cho điểm 1M có toạ độ (xạ ; yọ ; zo). Tìm toạ độ hình 
chiếu vuông góc của điểm M trên các mặt phẳng toạ độ (Oxy), (Oyz), (Ozx). 


Cho hai bộ ba điểm : 


4A=(1;3;1), B=(0;1;2), C=(0;0;1); 


b)M=(;1;l), M=(C4;3;1), P=(-9;5:]1), 
Hỏi bộ nào có ba điểm thẳng hàng ? 


Trong không gian Oxyz, hãy tìm trên mặt phẳng (Oxz) một điểm M cách đều 
ba điểm A(1 ; 1; I), 8(—1 ; 1;0), C; 1 ;—1). 


Cho hình tứ diện ABCD. Chứng minh rằng : 

a) AC+ BD = AD+ BC ; b) AB=2-AC+2.AD+-CD+ Đồ. 
Cho hình tứ diện ABCD. Gọi M, N, P, Q lân lượt là trung điểm của các cạnh 
AC, BD, AD, BC. Chứng minh rằng : 

a) AB+CD=AD+CB=2MN ;  b AB~CD = AC- BD =2PQ. 
Trong không gian cho ba vectơ tuỳ ý đ, b.ể. 

Gọi =—2b, ÿ =3b—#, wà= 2# —3ä. 

Chứng tỏ rằng ba vectơ ở, ÿ, w đồng phẳng. 

Trong không gian Oxyz cho một vectơ đ tuỳ ý khác vectơ 0. Gọi ø, Ø, 7 
là ba góc tạo bởi ba vectơ đơn vị ¡ P È trên ba trục Óx, Óy, Óz và vectơ đ. 


?“œ+cos2 đ+cos2 TT 


S7 


3.10. 


3.11. 
. cho là : 


Cho hình tứ diện ABC?D. 

a) Chứng minh hệ thức : A8.CD + AC.DB + AD.BC =0. 

b) Từ hệ thức trên hãy suy ra định lí : “Nếu một hình tứ diện có hai cặp cạnh 
đối diện vuông góc với nhau thì cặp cạnh đối diện thứ ba cũng vuông góc 
với nhau.” 


Tính tích vô hướng của hai vectơ đ, b trong không gian với các toạ độ đã 


a) đ =(3;0;-6),  b=(2;-4;c); 
b)đ=(1;-5;2),  b=(4;3;-5); 


c) đ =(0; v2;A3), b=(1;43;-42Y. 


3.12. Tính khoảng cách giữa hai điểm A và B8 trong mỗi trường hợp sau : 


a)A(4;—1; 1), B@;1;0); 
b)A(2; 3; 4), B(6; 0; 4). 


3.13. Trong không gian OØxyz cho tam giác ABC có toạ độ các đỉnh là : 


A(a; 0; 0), B@0;b;0), C(@;0; c). 
Chứng minh rằng tam giác ABC có ba góc nhọn. 


3.14. Trong không gian Oxyz hãy lập phương trình mặt cầu trong các trường hợp sau : 


a) Có tâm /J(Š ; —3 ; 7) và có bán kính r = 2 ; 
b) Có tâm là điểm C(4 ; —4 ; 2) và đi qua gốc toa độ ; 
c) Đi qua điểm A⁄(2 ; —1 ; —3) và có tâm CQ ; —2 ; 1). 


3.15. Trong không gian Oxyz hãy xác định tâm và bán kính các mặt cầu có phương 


3.16. 
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trình sau đây : 

a) 3x” +y“+z?— 6x + 2y— 16z— 26 =0; 

b) 2x7 + 2y” + 2z? + §x— 4y — 12z — 100 = 0. 

Trong không gian Óxyz hãy viết phương trình mặt cầu đi qua bốn điểm 


A(;0;0), B(0 ; -2 ; 0), C(0; 0; 4) và gốc toạ độ Ó. Hãy xác ; định tâm và 
bán kính của mặt cầu đó. 


I- 


II- 


§2. PHƯƠNG TRÌNH MẶT PHẲNG 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


VECTƠ PHÁP TUYẾN CỦA MẶT PHẲNG 


Định nghĩa. Cho mặt phẳng (Ø). Vectơ 7 khác 0 và có glá vuông góc với 
mặt phẳng (2) được gọi là vectơ pháp tuyến của (2).. 


PHƯƠNG TRÌNH TỔNG QUÁT CỦA MẶT PHẲNG 
1. Nếu mặt phẳng ( 2) song song hoặc chứa giá của hai vectơ khác phương là 
đ =(đ; đ;; đa) Và b= : (bị ; bạ ; bạ) thì (2) có một vectơ pháp tuyến là 

ñ =(42ba — aạba ; 3b — aiba ; aịbạ — đa). 
Vectơ z được gọi là rích có hướng (hay tích vecíØ) của hai vectơ đ và b, kí 
hiệu là đ ^ b. 
2. Phương trình của mặt phẳng (ø) đi qua điểm MạŒxụ ; 7o; Zg) Và nhận vectơ 
7ï (A ; B; C) khác 0 làm vectơ pháp tuyến là : 

A(x~ zp) + BỢ - yọ ) + CŒ - zạ) =0. 

3. Nếu mặt phẳng (2) có phương trình tổng quát là Ax + By + Cz + D = 0 thì. 
nó có một vectơ pháp tuyến là 7 (A ; 8; C). 


4. Nếu mặt phẳng (2) cắt các trục toạ độ ÓØx, Øy, Óz theo thứ tự tại các điểm 
A(z;0; 0), (0; b; 0), C(0;0; c) với abc # 0 thì (3) có phương trình theo 


đoạn chắn là *Š+ “+ “=1 (h.3.6). 
g`:D-€ 


Hình 3.6 


89 


II- ĐIỀU KIỆN ĐỂ HAI MẶT PHẲNG SONG SONG, VUÔNG GÓC 
Cho hai mặt phẳng (Z¡) và (2) có phương trình tổng quát lần lượt là 
A+x + y+C 2+ D,=0, 
Ax+y+ C.z+D. =0. | | 
Gọi 7 ¡ 4; B¡; C,) và P, (A4; ; B, ; C,) lần lượt là vectơ pháp tuyến của (ØI) 
và (22). Với k là số thực, ta có : 
H = kh, 
1. (|) /(œ) &œ 
Dị #kD› 


2.(ư) L (œ ) œñ L7 


c© A¡A, +B;B, + CC, =0. 
S° Chú ý: 
* (đ¡) cắt () @© ï #kñ, VkeR. 
n =kI, 


® (đị) = (22) =| | 
Đụ = kD›. 


.IV- KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT ĐIỂM ĐẾN MỘT MẶT PHẢNG 
Trong không gian Oxyz, khoảng cách từ điểm Mọ (xo: yọ: zạ) đến mặt phẳng 
(2): Ax + By + Cz + D =0 được tính bởi công thức : 


|Axo + Byo + Czọ + DỊ .* 


{A2 +82 +C2 


đ(Mạ, (2) = 
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B. CÁC DẠNG TOÁN CƠ BẢN 
đ vàa 


Viết phương trình tổng quát của mặt phẳng 

1. Phương pháp giải " 
Loại 1. Viết phương trình mặt phẳng (2 khi đã biết vectơ pháp tuyến 7 (A ; B; C) 
và một điểm Mo(zọ; yọ: zọ) thuộc (2) 

— Phương trình (2) có dạng : Á(x — *ạ) + B(— 3e) +CŒ— Zạ) = 0; 

— Khai triển, rút gọn rồi đưa về dạng tổng quát : Ax + By + Cz + D = 0, với 
D =-<(Asg + By + Czạ). 

Loại 2. Viết phương trình mặt phẳng (2) chứa ba điểm M, N, P Không thẳng hàng 
- Tìm vectơ pháp tuyến của (2) : 7„ = MN^A MP ; 

— Mặt phẳng (2) đi qua điểm M và có vectơ pháp tuyến là m„ (loại 1)... 


Loại 3. Viết phương trình mặt phẳng (2) chứa điểm Mọ (xo; yọ:; Zọ) và song 
song với mặt phẳng () : Ax + By + Cz + D =0 
~ Phương trình (2) có dạng : Ax+By+Cz+Ð'=0_ (1) 
— Thay toạ độ M, vào (1) ta tìm được D, 
Loại 4. Viết phương trình mặt phẳng (2) 
chứa hai điểm Ä, N và vuông góc với 
mặt phẳng (/) : 

Ax+By+Cz+D=0. 
~ Tìm vectơ pháp tuyến của (2) 

ñ„ =MN Añs | 


— Mặt phẳng (2) đi qua điểm M và 
có vectơ pháp tuyến là z„ (loại 1) - Hình 37 
(h.3.7). 
2. Ví dụ 
4 đụ 1. Viết phương trình mặt phẳng (đ) đi qua điểm M(2 : 5 ; ~7) và song 
song với giá của hai vectơ đ = (1 ; —2; 3) và b= (3;0; 5). 


9] 


Gửi 
Ta có: đAb = (—10; 4; 6) = ~2(5 ; ~2 ; ~3). 
Mặt phẳng (2) có vectơ pháp tuyến là 7 = (5 ; -2 ; 3). Vậy phương trình của 


_„ (là: sŒ~ 2)—2œ~5)~3( + 7)=0 © 5x—2y— 3z — 21 =0. 
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%W đụ 2. Viết phương trình mặt phẳng (2) đi qua ba điểm AQ2 ; -I ; 3), 
B(4;0; 1), C(10; 5 ; 3). 


Gửi 
Tacó AB =(2;1;-2) 
ÁC =(—12;6; 0). 
Gọi đ= ABA AC = (12; 24; 24). 


Ta chọn vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (Z) là J0" sĩ =(1;2; 2). 


Vậy phương trình của mặt phẳng (2) là : 
1œ~— 2) + 2œ + 1)+2(—3)=0 ©@ x+2y+2z—6=0, 

%f đụ 3. Cho mặt phẳng (2 có phương trình 2x + 3y — 4z - 2 = 0 và điểm 

A(;2;0). | 

a) Viết phương trình mặt phẳng (/) đi qua A và song song với (2). 

b) Viết phương trình mặt phẳng (? đi qua ÓA và vuông góc với (2). 

GIÁ ~ 

a) Vì (/) song song với (2) nên phương trình mặt phẳng (/) có đạng : 
2x+3y—4z+D=(0. (1l) 

Điểm A thuộc (/) nên thay toạ độ của A vào (1) ta được 
2.0+3.2-4.0+D=0 © D=-‹ó, 

Vậy phương trình của mặt phẳng (/ là : 2x + 3y — 4z — 6 =0. 

b) Hai vectơ có giá song song hoặc được chứa trong (7) là : 


OÄ =(0;2;0) và ïj„ =(2;3; ~4).. 


Suy ra (y) có vectơ pháp tuyến ñy =ÓOÁA ñú„„ =(-8;0;~4). 
Mặt phẳng (7) đi qua điểm Ó(0 ; 0; 0) và có vectơ pháp tuyến là 
ñ„ =(~8;0; -4). 


Vậy phương trình của mặt phẳng (7) là : =8x — 4z = 0 hay 2x + z = Ö. 


4# ấy 4. Viết phương trình mặt phẳng (2) đi qua ba điểm A(I ; 0 ; 0), B(O ; ~2 ; 0), 


C(0; 0; -3). 
Giá 
Áp dụng phương trình mặt phẳng theo đoạn chắn ta được phương trình (2) có 
S2. 
dang : —+-—+—— =1 hay 6x — 3y — 2z — 6 = Ö. 
A18 1s số à j, 


đÓ váá2 


Vị trí tương đối của hai mặt phẳng 
(2: Ax + By + C;Z + D, =0, 
(Ô:Ax+ B„y + Cz + D, =0. 
1. Phương pháp giải 
— Xét hai vectơ pháp tuyến „ = (A;; B,; C¡) và nạ =(A.; B„; €,). 
Ta có các trường hợp sau : 


*pp„, # kha : (œ) cắt (); 


: " = kg 


D,#kD; : (Ø) /JƑ @): 


HN = khig ` 
* . = . 
® =kÐ, : (œ) = (Ø) 


* ñ„.ñg =0: (ø) L (). 
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2. Ví dụ 
4 đụ 1. Xét vị trí tương đối của các cặp mặt phẳng cho bởi các phương trình 
tổng quát sau đây : | 
a) (đi) :x+2y+3z+4=0, 
(6) :x+5y-z—9=0. 


b) (22):x+y+z+5=0, - 
(6) :2x+2y+2z+6=0. 


c) (24) :x+2y+3z+1=0, 
(Ø6) : 3x+ 6y + 9z +3 =0. 
_ Giải 

a) Gọi Hài và rỉ 8 lần lượt là các vectơ pháp tuyến của các mặt phẳng (ø) và (/). 


¬ 


Ta có : c5 =(:2:3).và 7a =(1;5;~l) 


1 §/ _ = ắ 
# KHW . Vậy (đi) cắt 0Ø) 


b) Gọi ly, và 7 8, lần lượt là các vectơ pháp tuyến của các mặt phẳng (2›) 
và (;) ` 
Ta có : ñ„ =(1;1; 1) và ng =(2;2;2) 
Tứ ¬ 

5 hy —2"8; 
' = 

6 I5 
—— z —- 
26 
Vậy (22)//(/›). 
c) Gọi Hơ, và 7 8; lần lượt là các vectơ pháp tuyến của các mặt phẳng (Z4 ) 
và (3). 
Tacó: ñ„ =(1;2;3) và ñs =(3;6; 9) 


2-3 1 
 . Vậy (œ) = (0s). 


4⁄f đụ 2. Xác định giá trị của mm để cặp mặt phẳng sau đây vuông góc 

(2) : 2x + my + 2mz — 9 =0, 

(6: 6x —y —z— 10=0. | 

Giải 
Gọi ứ„ và 7 ø lần lượt là các vectơ pháp tuyến của các mặt phẳng (2) và (/). 
. Ta có: „ =(2;m; 2m) 
| ñạ =(6;—1; -l). 

Điều kiện cần và đủ để (#Z) L () là my. ø,=09. 
Ta có : (2). (Ø) © ïi„.äg =0 = 


© 12—m— 2m =0 
<©>m =4. 


Vậy (2) vuông góc với () khi và chỉ khi m = 4. 


% đụ 3. Xác định giá trị của m và n¡ để cặp mặt phẳng sau đây song song với 


nhau: - (2): 2x + my + 3z~— 5 =0, 
(0: nx— 8yT— 6z+2=<0. 
giải 
2 m 3 —5 3n=—12 H=-4 
Ta có : (œ © -==—-=-z—ce© 
a có : (Ø) // (8) Eìo 01887200) aBiT hệt 


VẤN đề 5 


Tính khoảng cách 


1. Phương pháp giải 
Loại 1. Tính khoảng cách từ điểm #Mo(xọ; yọ: zo) đến mặt phẳng (2) : 
|Axo + By + Czo + DỊ. 


XA?+B?+cC2 


Ax + By + Cz + D =0, ta dùng công thức đ(Mẹ, (#)) = 
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Loại 2. Tính khoảng cách giữa hai 
mặt phẳng song song (h.3.8) 


(2) : Aix + Bịy + CỊz +Dị =0 
(0): Asx + Bay +C2z +» =0 
— Ta chọn một điểm Ä thuộc () 


(chẳng hạn điểm v0: 0; c2) : 


Hình 3.8 


— Ta có đ((Z), (6)) = d(M, (#)). 


4% đụ 1. Cho hai điểm A(I1 ; —1 ; 2), B@ ; 4; 1) và mặt phẳng (2) có phương 
trình : x + 2y + 2z — 10 = 0. 


_ Tính khoảng cách từ A, 8 đến mặt phẳng (2). 


Giải 
: |x4 +2y4 +2za - 10 : |I~2+4-10| R:: 


Ta có : đ(A, ()) = 
v12 +22 +22 c“ : 


xg+2yg+2zg~—10|  |3+8+2—10| 
dŒ@, (œ)) = |xg + 2vg + 2zg — 10) = +8+2-10|_. 
T2 2ˆ 3 | 
4 đụ 2. Tính khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song (2) và (Ø) cho bởi 
phương trình sau đây:  (2):x+2y+2z+lI=0, 
(6 :x+2y+2z+2 =0. 


gÀi — | 
Ta lấy điểm Ả⁄(0 ; 0 ; -1) thuộc mặt phẳng (/Ø), kí hiệu đ((Z), ()) là 
khoảng cách giữa hai mặt phẳng (Z) và (/). Ta có 
| [xu +2y„ +2z„ + HỊ 
\Ì 42 +27 

|0+2.(0)+2.ÐĐ+1I|- 9 

— ——_—_———-=-—=28 
49 3 


d((đ), ()) = đ(M, (#))= 


Vậy 4((2), (6)) = 3. 


4⁄ đu 3. Tìm trên trục Óz điểm Mí cách đều điểm A(2 ; 3 ; 4) và mặt phẳng (2) : 
2x+3y+z—.17=0. 
Giải 
Xét điểm M(0 ; 0; z) € z, ta có : „ 
Điểm M cách đều điểm A và mặt phẳng (2) 


© AM =d(M. (đ)) © J4+9+(—4)? ch 


© 13+@-4/'= œ=UẺ 
_ 14 

© 14(z”— 8z + 29) =z ˆ~ 34z + 289 

“`... .... 

© z7—6z+0=0 

©z=3. 


Vậy điểm M(0 ; 0; 3) là điểm cần tìm. 


€. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP : 


3.17. Viết phương trình của mặt phẳng (2) trong các trường hợp sau : 
a)(#) đi qua điểm M(2 ; 0; 1) và nhận 7 = (1; I; 1) làm vectơ pháp tuyến ; 
b)(#z) đi qua điểm A(I ; 0; 0) và song song với giá của hai vectơ # = (0; 1; l), 

Vy =(C1;0;2); 

c)(2) đi qua ba điểm M(I ; 1; 1), N4; 3; 2), PG ;2; 1). 

3.18. Viết phương trình mặt phẳng trung trực của đoạn thăng AB với A(I ; +2 ; 4), 
BG; 6; 2). 

3.19. Cho tứ diện có các đỉnh là A(Š; I ; 3), (1 ; 6; 2), ;0; 4), D(4; 0; mì 
a) Hãy viết phương trình mặt phẳng (ABC) ; 


b) Hãy viết phương trình mặt phẳng (2) đi qua điểm Ð và song song với mặt 
phẳng (ABC). 


7A-BT HÌNH HỌC 12-C | 3 


3.20. 


3.21. 


3.22. 


3.23. 


3.24. 


3.25. 


3.26. 


Xanh 


=5 sử, 


li ft HỒV 0 


d#° 


Hãy viết phương trình mặt phẳng (2) đi qua gốc toạ độ Ó(0 ; 0 ; 0) và song 
song với mặt phẳng (/) : x + y + 2z — 7=0. 


Lập phương trình mặt phẳng (Z) đi qua hai điểm A(0 ; 1 ; 0), (2; 3 ; 1) và 
vuông góc với mặt phẳng (/) : x + 2y — z =0. 


Xác định các giá trị của A, B để hai mặt phẳng sau đây song song với nhau : 
(Z) :Áx—y+3z+2=0, 
(6) :2x+By+6z+7=0. 


Tính khoảng cách từ điểm M(I ; 2 ; 0) lần lượt đến các mặt phẳng sau : 
a) (2):x+ 2y — 2z +l =0; 
b)(2: 3x+4z+25=0; 
c)):z+5=0. 
Tìm tập hợp các điểm cách đều hai mặt phẳng 
(2) :3x—y+4z+2=0, 
(6) :3x—-y+4z+8=0. 


Cho hình lập phương ABCD.A'BCTD' có cạnh bằng 1. Dùng phương chấn toạ 
độ để : 

a) Chứng minh hai mặt phẳng (4B'D') và (BC'D) song song ; 

b) Tính khoảng cách giữa hai mặt phẳng đó. 


Lập phương trình của mặt phẳng (2) đi qua điểm Ä⁄(3 ; —1 ; -5) đồng thời 


vuông góc với hai mặt phẳng 


(6) :3x—-2y+2z+7=0, 
(⁄) : 5x— 4y+3z+ 1 =0. 


Cho điểm A(2 ; 3 ; 4). Hãy viết phương trình của mặt phẳng (2) đi qua các 
: "hình chiếu của điểm A trên các trục toạ độ. 


Xét vị trí tương đối của các cặp mặt phẳng cho bởi phương trình tổng quát 


(2 sáu đây : 


3) (Ø1) : 3x— 2y— 3z+5=0, 
(Ø1) : 9x — 6y — 9z— 5 =0. 


7B-BT HÌNH HỌC 12-C 


b) (22) :x—2y+z+3=0, 
(22) :x—2y—z+3=0. 
c) (Z4) :x—y+2z-4=0, 
(23) : 10x — 10y + 20z - 40 =0. 


3.29. Viết phương trình của mặt phẳng (Ø) đi qua điểm M2 ; —1 ; 2), song song 


II- 


với trục Óy và vuông góc với mặt phẳng (Z) : 2y - y + 3z + 4= 0. 


_ 3.30. Lập phương trình của mặt phẳng (Z) đi qua điểm M(I : 2 ; 3) và cắt ba tỉa 


Ox, Oy, Óz lần lượt tại A, B, C sao cho thể tích tứ diện OABC nhỏ nhất. 


§3. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẲNG 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


PHƯƠNG TRÌNH THAM SỐ VÀ PHƯƠNG TRÌNH CHÍNH TÁC 
1. Cho đường thẳng A đi qua điểm /Mọe(x:yog:zog) và nhận vectơ 
đ =(4t; đ;; a+) với đ #0 làm vectơ chỉ phương. A có phương trình tham số là : 
xX= *0 + fan 
y=%o†14; 
Z=Zp +4. 


2. Cho đường thắng A đi qua điểm Mẹ(+g: yọ:Zạ)và nhận vectơ 
đ =(@; đ¿; day) sao cho đi đa ay #0 làm vectơ chỉ phương. A có phương 
GÀ? 0.) Du. ¿ 
đị KC m 


trình chính tác là : 


ĐIỀU KIỆN ĐỀ HAI ĐƯỜNG THẲNG SONG SÓNG, TRÙNG NHAU, 
CẮT NHAU HOẶC CHÉO NHÀU 


Cho hai đường thẳng đ và đ' lần lượt đi qua hai điểm _ 3g; Zg)› 


⁄ Lên +, Lá 4 kì N ` Sa : R 
MẹGo: yọ:Zọ) và có vectơ chỉ phương lần lượt là á = (4; 4; đ,), 
đ = (41; a2; đà). 


09 


IH- 


IV- 
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Đặt 7 = đ ^ đ, ta có các điều kiện sau : 


ñn=0 


l)d3d/ựa4 | : 
Maed 


2)d= d4. lên: : 
Mạcd 
: ï #0 
3) đcắt đˆ © 
n.MoMẹ =0 
4) đvà đ/ chéo nhau © 7.MoMẹ #0 


5đ1 đ © äã=0. 


ĐIỀU KIỆN ĐỀ MỘT ĐƯỜNG THẮNG SONG SONG, CẤT HOẶC 
VUÔNG GÓC VỚI MẶT PHẲNG 


Cho đường thẳng đ đi qua điểm Me(ọ; yọ; zg) và có vectơ chỉ Biddf là 
đ =(4¡; a;; a;), và cho mặt phẳng (2) có phương trình : Áx + By + Cz + D =0. 
Gọi ứ = (A ; 8; C) là vectơ pháp tuyến của (#). Ta có các điều kiện sau : 
_ dn=0 
1) đ/! (œ) : 
-_ lđn=0 
2)dcC (đ) © 
Mục (đ) 
3) dcắt (œ) œ ñ.4#0 


4)4 L (œ) © n=ka. 


TÍNH KHOẢNG CÁCH 


1. Trong không gian Oxyz, để tính khoảng cách từ điểm M đến đường thẳng 
A ta thực hiện các bước : 


* Viết phương trình mặt phẳng (2) chứa M và vuông góc với A ; 


* Tìm giao điểm ! của A với (ø) ; 

* Khoảng cách từ Ä⁄ đến A chính là 
khoảng cách giữa hai điểm M và H : 
d(M, A)=MH (h.3.9). | 

2. Để tính khoảng cách giữa đường thẳng 
A và mặt phẳng (2) song song với A ta 
thực hiện các bước : 

* Lấy một điểm MẹŒg: yọ; zạ)tuỳ ý 
trên A ; _ 

* Khoảng cách giữa A và (2) chính là 
khoảng cách từ điểm Mẹ đến mặt phẳng 
(2đ) : &A,(#)) = (Mẹ, (œ)) (h.3.10). 


3. Để tính khoảng cách giữa hai đường 
. thắng chếo nhau A và A” ta thực hiện 
các bước : 

* Viết phương trình mặt phẳng (2z) chứa 
đường thẳng A và song song với đường 
thẳng A ; 

* Lấy một điểm Mẹ(Œ@: yạ: zọ) tuỳ ý 
trên A/ ; 

* Khoảng cách giữa A và A“ chính là 
- khoảng cách từ điểm Mĩ đến mặt phẳng 
(#) :đ(A, Aˆ)=d( Mẹ , (Ø)) (h.3.11). 


/⁄%=" 7 


_ Hình 3.9 


Hình 3.11 


B. CÁC DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


VẤN đề Ï 


Viết phương trình tham số và phương trình chính tắc của đường thẳng A 


1. Phương pháp giải 


Bước 1 : Xác định một điểm cố định MoŒg: yọ; zọ) thuộc A. 
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Bước 2 : Xác định một vectơ chỉ phương đ (4 ¡ đai đ,) của A. 
Bước 3 : Phương trình tham số và phương trình chính tắc của A lần lượt có dạng 
x=xg +{đI | 
Â : + y=ÿyog †ia› 
Z=“0 +í đa 


A: +x—=*g "án, scC .<U 


(nếu đ¡,đ;,đx đều khác 0). 
đỊ ay . + , 


2. Ví dụ 


%⁄ đụ. Viết phương trình tham số và phương trình chính tắc của đường thẳng A 
đi qua hai điểm A(I ; 2 ; 3), B@ ; 5 ; 7). 


Giải 
A đi qua hai điểm A và B nên có vectơ chỉ phương là AB = (2; 3; 4). 


.Jx=l+2¡ 
Vậy phương trình tham số của A là 4 y =2+3/ 
z=3+Át. 


Phương trình chính tắc của A là = 2 = 


3 
uø VẤN đề 2 


Xét vị trí tương đối giữa hai đường thắng A và A” trong không gian 


1. Phương pháp giải 


Bước l : Xác định điểm cố định MẹGọ; yọ;zạ)và vectơ chỉ phương 
ẩ(a¡; a„; a,) của A. Xác định điểm cố định Mọ(z§; yọ: zo) và vectơ chỉ 
phương ẩ (4{; 45: 43) của A/ (h.3.12). 


Bước 2 : Tính ñn=ađ^đ. 
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Bước 3 : Dùng các dấu hiệu sau để xét vị trí tương đối giữa A và A/ : 


=0 


AjJJLA e J0 
MoseA 


A=A © m 


nz#0 


n.MoMq = 0 


Hình 3.12 


A cắt A^ˆ © 


A và Aˆ chéo nhau © 7.MạMẹ #0. 


2. Ví dụ 


4Ä đụ 1. Xét vị trí tương đối của đường thẳng A : = = - = — lần lượt 


với các đường thẳng sau 


TC Pin 


đ :——=—— 
2. 6 9 3 ví 


Ta có đường thẳng A đi qua điểm Mạ (1 ; —1 ; 5) và có vectơ chỉ phương 
g8 =(2;3; 1). t(d 
a) đi đi qua điểm M;6 ; 2; 6) và có vectơ chỉ phương đi = (4; 6 ; 2). 


rơui4 (6 


1@ÿ 


b) đ, đi qua M,(4; 1 ; 3 ) và có vectơ chỉ phương đ› = (6 ; 9; 3). 


Ta có ñ=áAd, =(0;0;0)= 0. 


4i. 1+1 k 


M, không thuộc À [v 


c) đ, đi qua điểm M,(3 ; 2 ; 6) và có vectơ chỉ phương đ, =(4; 3; 5). 
Ta có : =a^d, =(12;-—6 ; —6) z0. 
MạM; =(2;3; Ú), 
ñ.MạM =24- 18~6=0. 
Vậy A cất d,, 
d) đ, đi qua M„( ; ~2 ; ~1) và có vectơ chỉ phương ấ¿ = G 2022-00 P 
Ta có : =đAẩ: =(4;—1;-8). 
MạM,= (0: ~1 ; =6), 
: ñ.MạM„ =0+1+30 z 0. 


Vậy A và đ, là hai đường thẳng chéo nhau. 


x=3-f 
4 đụ 2. Cho hai đường thẳng đ : —- - và: 4đ :4+y=2i 
z=~l+Í. 
a) Hãy xét vị trí tương đối giữa đ và đ/. 
b) Tìm giao điểm nếu có của đ và đ. 
Giải 
x=1+2f 


a) Phương trình tham số của đ: 4y=—1+f” 
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3-:=1+2# q) 


Xét hệ phương trình : () 42£=-1+f_ _ (2) 
~l+f=-f (3) 
_ : t+2f=2 =0 
Giải hệ (1) và (2) ta được : : ©4, 
2ƒ—~f =—l f£ =l. 


Các giá trị của ứ, f này thoả mãn (3). Do đó hệ phương trình ® có một nghiệm. 
Vậy đ cắt đ. | | 
b) Thay r = 0 vào phương trình tham số của đ” ta được giao điểm là M(3 ; 0; =1). 


_ VẤN đề Z 


Xét vị trí tương đối giữa đường thắng và mặt phẳng - 


1. Phương pháp giải | 

Cho đường thẳng đ đi qua điểm Mfq(*g;‹yg; zạ) và có vectơ chỉ phương 

đ (4; a;; a,), cho mặt phẳng (#) có phương trình tổng quát 
Ax+By+Cz+D=0. 

Gọi 7(A ; B ; C) là vectơ pháp tuyến của (#). Để xét vị trí tương đối giữa 

đường thẳng đ và mặt phẳng (Z) ta có các cách sau: _ 


Cách 1. Xét tích vô hướng 7i.đ và thay toạ độ của điểm Mẹ vào phương trình 
của (2) để kiểm tra, ta có các trường hợp sau. _ 


Trường hợp Ï. © đsong song với (2) 


ï.4=0 ¬ 
Trường hợp 2. Ị © dnăm trong (2) 


Trường hợp 3.  ñ.ả#0 © dcắt (0) 
Trường hợp 4. — nñ = kđ © đ vuông góc với (0). 
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*=#*#ọ †Ííđ 
Cách 2. Viết phương trình tham số của đường thẳng đ : + y = yọ + fđ› 
| Z=7ạ + tđa. 
— Thay x, y, z ở phương trình tham số trên vào phương trình tổng quát của mặt 
phẳng (2) : Ax + By + Cz + D = 0 ta được | 
AƠ + f2.) + BÓo + fa,) + CŒo + fa,) + D = 0 hay mí + n = 0. (1) 
Xét số nghiệm ¿ của phương trình (1) ta có các trường hợp sau. 
Trường hợp l : (1) vô nghiệm | 
© đsong song với (2). 
Trường hợp 2 : (1) có một nghiệm / = íọ _ 
© đcắt (2) tại điểm Mg(xọ + fạ đi; Yọ + fọ đ›; Zọ + fọ 4) 
Trường hợp 3 : (1) có vô số nghiệm 
© đ nằm trong (2) 
Trường hợp 4 : (A ; B; C)= k(4¡; 4; đ.) 


© đ vuông góc với (đ. 
2. Ví dụ 
x=l+2¡ 
đụ 1. Xét vị trí tương đối của đường thẳng A 4 y=2+4¿ 
z=3+í 


lân lượt với các mặt phẳng sau (2¡): x+ y+z+2=0; 

(22): 4x + 8y+ 2z—7=0; 

(Z4) :x—y+2z+5=0; 

(Z4): 2x — 2y + 4z — 10 =0. 

Gửi 
Đường thẳng A đi qua điểm M(1 ; 2 ; 3) và có vectơ chỉ phương đ = (2; 4; 1). 
Các mặt phẳng (), (2), (đa), (đ¿) có vectơ pháp tuyến lần lượt là . 
ñm=(1;1; 1), ạ= (4; 8; 2), ï =(1;T—1; 2), 4= (2; =2; 4). 


Ta có : | 
a ñh . =2+4+1=7 z 0. Vậy đường thẳng A cắt mặt phẳng (đi). 
-b)7, =2đ. Vậy đường thẳng A vuông góc với (2¿).  - 
n,.a=2—~4+2=0 
Mẹ £ (%4) (vì 1—(2)+ 2.3)+ 5+0) 
Vậy đường thẳng A song song với (22). 


ñạ.đ=4—8+4=0 
Mẹ e (24) (vì 2.(1)-2.2)+ 4.(3)—10= 0) 


Vậy đường thẳng A nằm trong mặt phẳng (Z4). 


4X đụ 2. Cho đường thẳng đ : ETSUETSG 
và mặt phẳng (2) : x + 2y +z — 1 =0. 
Chứng minh rằng đ cắt (2) và tìm toạ độ giao điểm. 
Giải 
x=l+2/ 


Phương trình tham số của đ là 4 y= —1+/ 


VẤC An 0 


Thay +, y, z ở phương trình trên vào phương trình tổng quát của (2) ta được : 
(1+2)+2(1I+/)+(0-1=0 (1) 


©3/=2c txệ: 


Phương trình (1) có một nghiệm íạ = š , Vậy đ cắt (Ø) tại điểm 


4 3 2 _ 7 1 2 
Mọi l+—:-f{+~;T—~ | hay Ma| —:—-~;T-~]. 
3 3 3 ;] ¿ 0| 3 ;] 
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UR 


Loại 2. Khoảng cách giữa đường thẳng A : 


_*Lấy điểm Mẹ(Œọ; yọ: zạ) thuộc A 
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VẤN đề 4 


Tính khoảng cách 


1. Phương pháp giải 
Loại 1. Khoảng cách từ điểm A(x,; y„; Z,) 
đến đường thẳng A : 


x—-*g Ẫ —ọ _ Z—~Zn 
đị đ2 đ2 Hình 3.13 


Cách ] 

* Viết phương trình mặt phẳng (2) chứa 
điểm A và vuông góc với A 

* Tìm giao điểm Öƒ của A và (2) 

* Tính đ(A, A) = AH (h.3.13). 

Cách 2 

* Lấy điểm Mẹ A 


* Tính 7= MọAA đ 


* 4(A, A) = 5 (h.3.14). 


Hình 3.14 


Sci89áÁ0115 2 2RE2AI 1S C2BBESiL1U TU TA 
đị đ2 đa 
phẳng (2) : Ax + By + Cz + D =0 song songvớiA _ 


Cách giải 


* Tính đ(A, (2)) = đ(Mọ, (2) 


: |4xo + Byọ + Czọ +D| 


Ý\A?+B?+C? _ 


(h.3.15). Hình 3.15 ` 


Loại 3. Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau. 


Ä3 X—~*q =3 2Ù >Z=U 
đi ¬.“: “& 


Cách 1 


* Lập phương trình mặt TT (2) chứa đường PÉG: A và song song với Á' ta 
được (2) : Ax+ By+ Cz+D=0. 


* Lấy điểm Mọ(4% : vó : zạ) thuộc A', 


|Ax, + By +Cz¿ +D| 


\A?+B?+C? 


* Tính đ(A, A”)= đ(Mẹ, (2) = 


(h.3.16). 


Hình 3.16 | Hình 3.17 
Cách 2 
* Xác định điểm ắMẹ e A và Mạ € A'. 
* Xác định hai vectơ đ và # là hai vectơ chỉ phương của A và A'. 
* Tính ñ=đAđ. 


* Tính V = |MạMạ.i|. 


& 


* Tính đ(A, A) = HK = -—~ (h.3.17). 


s. 
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2. Ví dụ 
4% đụ 1. Tính khoảng cách từ điểm A(I1 ; 2 ; 1) đến đường thẳng A : 


x†+2_y-]_z7Z+l. 


L2. s 
Giải 
Cách l 
Gọi (Z) là mặt phẳng đi qua điểm A và vuông góc với A. 
Ta có 7„ =đA =(1;2; ~2). 
Vậy phương trình của (2) là 1l@— 1) + 2(y— 2) - 2 - 1)=0 
hay x + 2y — 2z — 3 =0. | 


x=-2+f 
Phương trình tham số của A là 4 y=1+2/ 
Z=-Ìl- 2t, 


thay x, y, z ở trên vào phương trình (2) ta được : 


(-2+?)+2(1+2? -2(—1— 2? —3=0 
c> 9;/—-1=0 


Vậy (ø) cắt A tại điểm H(T+g: HỆ : 1-8) hay HỈ-: He : 


2 ý) u 
Ta có 4A, A)= AH = Ki +ÍS¬] Km) 
9 9 9 


- 1545 _ 545, 


9 Ộ 


Cách 2 


* A đi qua Mọ(—2; 1 ; -1) và có vectơ chỉ phương đ = (l ; 2 ; -2). 


Ta có MọoA =(3; 1 ¡ 2). 
*œø=MọAAä =(6; §; 5). 

lñ| _ V36+64+25 
li v1+4+4 
% đụ 2. Cho mặt phẳng (2) : 3x — 2y — z + 5 = 0 và đường thẳng A : 


Ä bu: VP ƒ R2) 
5; 4 


5/5. 
3 


* Vậy đ(A, A) = 


XNGG 


a) Hãy chứng tô A song song với (2). 
b) Tính khoảng cách giữa A và (2). 
_ giả 
a) Tacó ?„ =(3;~2; —l) 
đA =(2;1;4), 
A đi qua điểm Mạ(I ; 7 ; 3). 
Ta có ñ„. đa =6—2~4=0 và Mẹ £ (Z). Vậy A song song với (Z). 


|J3.đ)-2.)-@)+5| _ 9 


v9+4+1 v14 


% đụ 3. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng 


b) đ(A,(2)) = đ(Mụọ, (Z)) = 


x=l+2t 
A:4y=-l-t và AM. TC 
-I 1 
=i 
Gửi 
Cách ï 


Gọi (2) là mặt phẳng chứa A và song song với A“. Hai vectơ có giá song 
song hoặc nằm trên (Z) là : đ =(2; —1; 0) và Z =(—1; 1; 1). 


Suy ra (Z) có vectơ pháp tuyến 7= Ađ =(—1;-—2; 1). 


Mặt phẳng (Z) chứa A nên đi quả điểm Ấ¿(1 ; —1 ; 1). Phương trình (#) có 
đạng —(x— l) - 2œ + 1) + lz— 1)=0 ©@ x+2y-z+2=0. 


I1 


3.31 


3.32. 


3.33. 
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A“ đi qua điểm Mạ (2; -2; 3). 


Vậy 4(A, A“)= d(Mạ,(œ)) = —=———— =_—~= =-—-. 


Mi+4+1lÐ v6 2 

Cách 2 | | 
Ta có ñ=đAa =(-l;-2;Ì]) 

MoMạ =(1;—1; 2), 

V= [MgMaä|=l-I+2+2|=3. 
Vìy D4, AC Ge6 a6 l6, 

| lí _Vl+4+1l v6 2 
C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP. 

. Viết phương trình tham số, phương trình chính tắc của đường thẳng A trong 


các trường hợp sau : : 

a) A đi qua điểm A(I ; 2 ; 3) và có vectơ chỉ phương đ = (3; 3; 1); 

b) A đi qua điểm Ö(I ; 0 ; —1) và vuông góc với mặt phẳng (Z) : 
2x-y+z+9=0; 

c) A đi qua hai điểm C(I ; —1 ; L) và D2; 1; 4). 


Viết phương trình của đường thẳng A nằm trong mặt phẳng (Z) : y + 2z =0 
x=l-t - x=2-f 

và cắt hai đường thẳng đ, :4 y =f d,:+y=4+2# 
z=Á4t Zz=Ả4. 


Xét vị trí tương đối của các cặp đường thẳng đ và đ' cho bởi các phương 
trình sau : 


a) đ: z+1_y_1_z12 và đ am 7 : 
1 2 3 3 2 Âm 
ÄX=ỉ x=9+2f 

b) đ: y=l+í và  dj:4y=8+2/ ; 
z=2-f z=10—2f 


3.34. 


3.35. 


3.36. 


3.37. 


3.38. 


x=-í x=0. 
c) đ:$y=3i và  đ:4y=9 
z=-l—2t z =ốt. 


Tìm a để hai đường thẳng sau đây song song 


x=5+/ : x=l+2ứ 
đ: y=at và 4 :4y=a+4ứ 
z=2-tf† z=2~2. 


Xét vị trí tương đối của đường thẳng đ với mặt phẳng (2) trong các trường 
hợp sau : 
x=í 
a)đ: y=l+2t và  (2):x+2y+z—-3=0; 
z=l-—t ' 
x=2~í 
b)đ:4y=/ và  (2Z):x+z+5=Q0; 
z=2+f 
x=3~-í 
c)đ: y=2-—f và (Z):x+y+z—6=0. 
z=l+2i 


Tính khoảng cách từ điểm A(1 ; 0; 1) đến đường thẳng A : —. 


Cho đường thẳng A : ... 


và mặt phẳng (Ø) : 2x - 2y + z + 3 =0. 
a) Chứng minh rằng A song song với (2). 
b) Tính khoảng cách giữa A và (2). - 


Tính khoảng cách giữa các cặp đường thẳng A và A“ trong các trường hợp sau : 
x=l+í x=2-3/ 

a) A: +y=-l-—í và - A“:4y=2+3f ; 
z=l | z=3f 
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3.39. 


3.40. 


3.41. 


_3.42, 


3.43. 


3.44. 
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b) A: 4y=4-— và - A :4y=2-3/; 
z=-l+2i z =-3f. 
Cla lãi tường NGA d ca số 
2 ] —2 
- x†+2_y-] z+] 
Si) 6U 
a) Xét vị trí tương đối giữa A và A ; 
b) Tính khoảng cách giữa A và A.. 
| x-] y+I 2 


Cho điểm M(2 ; —1 ; 1) và đường thẳng A : =.. 


a) Tìm toạ độ điểm Öï là hình chiếu vuông góc của điểm Ä trên đường thẳng A ; 
b) Tìm toạ độ điểm M” đối xứng với M4 qua đường thẳng A. 


Cho điểm M(I1 ; —1 ; 2) và mặt phẳng (Ø) : 2x~ y + 2z + 12 =0. 


a) Tìm toạ độ điểm Ở là hình chiếu vuông góc của điểm M trên mặt phẳng (2) ; 
b) Tìm toạ độ điểm M“ đối xứng với Ä⁄ qua mặt phẳng (Ø'). 


Cho hai đường thẳng 
x x=l+f - 
ÑHT 1 5234” gi sở (lye3 3Ÿ 
-1l . 2 3 
z#=1. 


Lập phương trình đường vuông góc chung của đ và đ/. 


Cho hình lập phương ABCD.AB'CT' có cạnh bằng z. Bằng phương pháp toạ 

độ hãy tính khoảng cách giữa hai đường thẳng CA' và DD”. 

Cho mặt phẳng (Ø) : 2x + y+z— 1=0 

và đường thẳng đ : _= - 
2_ 1 —3 

Gọi M là giao điểm của đ và (#),, häy viết phương trình của đường thẳng A 

đi qua Mí vuông góc với đ và nằm trong (đ'). 


8B-BT HÌNH HỌC 12-C 


¬ x-] y+2 Z-5 -. XS Bi ‹ 
K00 E2200920072120181 T0) TRE RE TDT-VeN và  đ,:iy=2+2t 


4 
z=l-2t. 
a) Chứng minh rằng đ, và đ, cùng nằm trong một mặt phẳng (2). 


b) Viết phương trình của (Z). 


BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG II 


3.46. Cho hai đường thẳng A, : ~=——~=—_ 


và A2? y=2+í 


a) Viết phương trình mặt phẳng (2) chứa A¡ và song song với A2. 
b) Cho điểm M(2 ; 1 ; 4). Tìm toạ độ điểm H thuộc đường thẳng A; sao cho 
đoạn thẳng MH có độ dài nhỏ nhất. 


3.47. Trong không gian Oxyz cho hình hộp chữ nhật ABCD.ABCD' có A(0; 0; 0), 
B(a;0;0),D(0;a;0),A(0;0; b) với a > và b>0. Gọi Mí là trung điểm 
cạnh CC”. | 


Xác định tỉ số : để hai mặt phẳng (A'8D) và (MBD) vuông góc với nhau. 


3.48 Cho hai điểm A(2 ; 0; 0), B(0 ; 0 ; 8) và điểm C sao cho AC = (0; 6; 0). 
Tính khoảng cách từ trung điểm 7 của BC đến đường thẳng ÓA. 
3.49. Trong không gian Oxyz cho hai mặt phẳng x + 3ky - z + 2 =0 (/) 
— VÀ x¬y+z+1=0 ().. 
Tìm & để giao tuyến của (/) và (⁄) vuông góc với mặt phẳng. 
(2z) :x—y—~2z+5=0. 
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3.50. 


3.51. 


Trong không gian Oxyz cho điểm A(-4 ; —2 ; 4) và đường thẳng đ : 


x=-3+2/ 
y=l~í 
z=-—l+Át. 


Viết phương trình đường, thẳng A đi qua điểm A, cắt và vuông góc với 
đường thẳng đ. 


Cho hình lập phương ABCD.A¡B¡C¡ÐD; có cạnh bằng 1. Gọi M, N, P lân lượt 
là trung điểm của các cạnh BB¡, CD, ADy. Tính khoảng cách và góc giữa 
hai đường thẳng MP và C1 N. 


3.52. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thoi ABCD, AC cắt BD tại gốc toạ độ Ó. 


3.53. 


3.54. 


3.55. 
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Biết A(2 ; 0; 0), 8(Ó; 1; 0), S(0; 0; 2 42 ). Gọi ẤM là trung điểm cạnh $C. 
a) Viết phương trình mặt phẳng chứa §4 và song song với BM.. 
b) Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng S4 và BM. 
Trong không gian Oxyz cho điểm D(-3 ; l ; 2) và mặt phẳng (2) đi qua ba 
điểm A(1 ;0; 11), 8(O0; 1; 10),C(1; 1; 8). 
a) Viết phương trình đường thẳng AC. 
b) Viết phương trình tổng quất của mặt phẳng (Z).. 
c) Viết phương trình mặt cầu (5) tâm D, bán kính r = 5. Chứng minh mặt 
phẳng (2) cắt mặt cầu (5). 
Cho mặt phẳng (P) : 2x — 3y + 4z — 5 = 0 và mặt cầu (6S) : 
| x+y +77+3x+4y — 5z+6=0. 


_a) Xác định toạ độ tâm 7 và bán kính r của mặt cầu (5). 


b) Tính khoảng cách từ tâm 7 đến mặt phẳng (P). Từ đó chứng minh rằng 
mặt phẳng (P) cắt mặt cầu (5S) theo một đường tròn mà ta kí hiệu là (C). 
Xác định bán kính r” và tâm H của đường tròn (C). 

Cho mặt phẳng (2) có phương trình tổng quát : 2x + y — z — 6 =0. 

a) Viết phương trình mặt phẳng (/Ø) đi qua Ó và song song với (2). 


b) Viết phương trình tham số của đường thẳng đi qua sốc toạ độ và vuông 
góc với mặt phẳng (2). 


c) Tính khoảng cách từ gốc toạ độ đến mặt giÁ0š (2). 


-_ 3.56. Cho hình hộp chữ nhật có các đỉnh là A(3 ; 0; 0), B(@0;4;0),C(0;0; 5), 

Ó(0; 0; 0) và đỉnh D đối xứng với Ó qua tâm hình hộp chữ nhật. 

a) Xác định toạ độ đỉnh D. Viết phương trình tổng quất của mặt phẳng 
-_ (ABD). 


b) Viết phương trình tham số của đường thẳng đi qua 2 và vuông góc với 
mặt phẳng (ABD). : 


3.57. Trong không gian Oxyz cho bốn điểm A(6 ; -2 ; 3), B(0; 1; 6),C(@;0; ;~Ù; 
D(4;1;0). 


Gọi (S) là mặt cầu đi qua bốn điểm A, B, C, D. Hãy viết phương trình mặt 
phẳng tiếp xúc với mặt cầu Si, tại điểm A. 


3.58. Trong không gian Oxyz cho ba điểm A(I1 ; 0; 0), Ø8(1 ; 1; 1),C lš: 3i 3Ì 
a) Viết phương trình tổng quát của mặt phẳng (Z) đi qua Ở và vuông góc 


với ÓC. 
b) Viết phương trình mặt phẳng (/) chứa AB và vuông góc với (2). 
3.59. Trong không gian Óxyz cho 4 điểm A(1 ; 0; 0), Bên I1;0),C(0; 0; 1) và 
—Ð;1;0). 
a) Viết phương trình mặt cầu (S) đi qua bốn điểm A, B, C, D. 


b) Xác định toạ độ tâm và bán kính của đường tròn là giao tuyến của mặt 
cầu (S) với mặt phẳng (ACD). 


3.60. Trong không gian Óxyz cho bốn điểm A(2 ; 4; —1), B(;4;-—1),C(2;4; 3), 
D@2;2;-l). 
a) Chứng minh rằng các đường thẳng AB, AC, AD vuông góc với nhau từng 
đôi mội. 


b) Viết phương trình tham số của đường vuông góc chung A của hai đường 
thẳng AB và CD. 


c) Viết phương trình mặt cầu (S) đi qua bốn điểm A, B, C, D. 
d) Viết phương trình mặt phẳng (Z) tiếp xúc với mặt cầu (Š) và Song song 
với mặt phẳng (ABD). 


117 


3.61. 


3.62. 


3.63. 


3.64. 


3.65. 


3.66. 


118 


CÂU HỎI TRẮÁC NGHIỆM 


Cho mặt phẳng (2) đi qua hai điểm E(4 ; —1 ; 1), (3 ; 1 ; —1) và song song 
với trục Óx. Phương trình nào sau đây là phương trình tổng quát của (#) ? 


(A)x+y=0; —~ (C)x+y+z=0; 
(B)y+z=0; ~ (D)x+z=0. 


Gọi (2z) là mặt phẳng đi qua điểm A(1 ; 2 ; 3) và song song với mặt phẳng 
(8) : x— 4y + z + 12 =0. Phương trình nào sau đây là phương trình của (2) ? 
(A)x-4y+z+4=0; (Œ\x—4y+z_— 12=0; 
(ŒB)x-4y+z—4=0; (D)x_— 4y+z+3=0. 


Trong không gian Oxyz, cho điểm /(2 ; 6 ; -3) và các mặt phẳng : 
(2:x—2=0 
(:y—~6=0 
(7):z+3=0. 

Tìm mệnh đề szi trong các mệnh đề sau : 

(A) (2 đi quai; - (C)(7)//0z; 

(®) /// œ2): _ () (® 1 (). 


Phương trình của mặt phẳng chứa trục Óy và điểm Ó(I ; 4 ; —3) là : 
(A)3x+z=0; (Œ)3x+y=0; 
(B)x+3z=0; - (D)3x-z=0. 


Cho mặt phẳng (2) : 2y + z = 0. Tìm mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau : 


(A)(2)//0x; (CO) (2) //0Ó2); 
(B) (2)//Øy ; (D) (2 Øz. 
Cho ba điểm A(2 ; 1 ; —1), B(—1 ; 0; 4), C(0 ; ~2 ; —1). Phương trình nào sau 


đây là phương trình của mặt phẳng đi qua điểm A và vuông góc với đường 
thẳng BC 2 


(A)x—-2y-5z+5=0; (Qx-2y~5z=0; 
(B)x-2y-5z-5=0; _ (D) 2x— y+ 5z— 5 =0. 


3.67. 


3.68. 


3.69. 


Gọi (7) là mặt phẳng đi qua điểm Ä⁄(3 ; —1 ; -5) và vuông góc với hai mặt 
phẳng : (2): 3x— 2y + 2z + 7=0, 

(9:5x—4y+3z+1=0. 
Phương trình tổng quát của (?) là : 


(A)2x+y—2z—15=0; 7 — (x+y+z+3=0; 
()2x+y—2z+15=0; _ | (D) 2x + y— 2z — 16 =0. 
x=2+2t 
Cho đường thẳng đ có phương trình tham số : 4y =—3/ 
z=—3+5Št. 


Phương trình nào sau đây là phương trình chính tắc của đ ? 


A)—“=——-=—_ ; Œx~2=y=z+3; 
HN (Cx-2=y=z 

x+2 y zZ-3 
B =—== : D)x+2=y=z-3. 
(B) 5 TY” (D) y 

| x=2-t 
Cho đường thẳng đ có phương trình tham số : 4y =1+/ 

SP? 


Phương trình nào sau đây là phương trình chính tác của đ 2 


Kệ (C)2x+y+z—5=0; 


(B) = .. (D)x+y+z—3=0. 


3.70. Phương trình nào sau đây là phương trình chính tắc của đường thẳng đi qua 


hai điểm A(1 ; 2 ; -3) và B@ ; —1 ; 1) ? 


x-l 2 z+3 x—-l y-2 z+3 
(A ——=—=—— : ( ——=—ˆ=— ; 
3 | 1 2 -3 4 
=3 +] mi xử 12.73 
(b=<. .... (CC .  aẻ 
1 ø E 2 _ 4 
ˆ .7 ? ? x—12 y9 z—] & : 2 
3.71. Toạ độ giao điểm M của đường thắng đ : “ 2 m.. và mặt phăng 
() :3x+5y—z—2=0 là: _ 
(A)đ;0;1); (B)(0;0;-2),  (Q(1;1;Ó); (D) (12;9; 1). 
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x=l+í 
3.72. Cho đường thẳng đ: 4y=2_—r và mặt phẳng (2) : x + 3y+z + 1 =0. 
z=l+2f 


Trong các mệnh đề sau, tìm mệnh đề đúng : , 


_(A)đ4//(a; (B) đ cắt (2); (đc (2) ; (D) đ 1 (2). 
§ x=l y-l zZ-2 _ › 
Mi 62h 20010166-12020-3512027TNNDARI-TGBicrh và mặt phẳng (Ø) : x + y + z — 4 = 0. 
-_ Trong các mệnh đề sau, tìm mệnh đề đúng : 
-(A) đcắt (2); (B)4//(2); (Qđ c(2); (D)đZ1(2).- 
3.74. Hãy tìm kết luận đúng về vị trí tương đối giữa hai đường thẳng : 
x=l+í .[x=l+2 
đ:4y=2+t và đ :4y=-l+2f 
Z2 ƒ be 2= 2Í, 
(A)dcắtd; —- (C) đ chéo với j' ; 
(B)d=đ; (D)đ//đ. 
3.75. Giao điểm của hai đường thẳng : 
x=-3+2i x=5+f 
dđ:4y=-2+3/ và đ':4y=-lI-4f là: 
z=Õ+Át z=20+f. 
(A) -3;-~2; 6); (C)(3;7; 18); 
(B) Š ; —1 ; 20); (D@;-2; 1). 
3.76. Tìm mm để hai đường thẳng sau đây cắt nhau : | 
x=l+mi x=l-f 
đ:4y=t và đ ':4y=2+2f 
z=-l+2t z=3-f 
(A)m=0; (B)m=1; (Om=-—1; (D) m = 2. 


3.77. Khoảng cách từ điểm M(-2 ; —4 ; 3) đến mặt phẳng (2) : 2x — y + 2z — 3 = 0 là : 
(A)3; (B)2; (O1; (D) 11. 
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3.78. Gọi H là hình chiếu vuông góc của điểm A(2 ; —1 ; ~1) đến mặt phẳng (2) : 
16x — 12y — 15z — 4 =0. Độ dài của đoạn AH là : | 


11 1 22- 

A)55; B)—; @ —;: D) “-: 
(A)5 (B) TT ( _> _ (D) = 
3.79. Cho mặt cầu tâm /(4 ; 2 ; ~2) bán kính r tiếp xúc với mặt phẳng 


(P) : 12x — 5z — 19 =0. Bán kính r bằng : 
39 


(A)39; (B)3; (O) 13; (D) 
_ 13 
3.80. Cho hai mặt phẳng song song : 
(2):x+y—z+5=0 
và (6: 2x + 2y — 2z + 3 = 0. 
Khoảng cách giữa (2) và (/) là : 
2 7 7 
(A)-c; (B)2; (@~; (D) —c. 
3 XÃ 243 
3.81. Khoảng cách từ điểm M2 ; 0 ; 1) đến đường thẳng đ: —_ = : = = là: 
: -12 
(A) Ý12; (®) 43 ; (© v2: (D) —=-: 
| x6 
3.82. Bán kính của mặt cầu tâm /(1 ; 3 ; 5) và tiếp xúc với đường thẳng 
x=f 
đ:4y=-l-t là : 
#=2=† 
(A)Xl4; — (Q14; (© 7; (Đ)1. 
3.83. Khoảng cách giữa hai đường thẳng : 
x=l+2/ 3 5 : 
9) J=-ltÿ: sdÃ đc se sa. là 
-1 1 1 
= 
6 l 
(A) 46; ®) `. (O-=: (Ð) v2 
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3.84. Toạ độ hình chiếu vuông góc của điểm M(2 ; 0 ; 1) trên đường thẳng 
x—-l. y z~2 


-‹.—= ==T“ là 


(A)đ;0;2); (B)(;2; 3); (C(0;-2;1);  (D)(1;-4;0). 
3.85. Cho mặt phẳng (2) : 3x — 2y — z + 5 = 0 
và đường thẳng A : — = 


Gọi (/) là mặt phẳng chứa Ậ và song song với (2). Khoảng cách giữa (2) và 
(0l: 


_z=3 
¬ 


2 | Bá, 
(B) NT P &) .. (D) Ta 


HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP SỐ 


§1. HỆ TOẠ ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN 


3.2. a) Ta biết rằng đ và b cùng phương khi và chỉ khi đ = kb với k là một số thực. Theo giả 
thiết ta có b = (Xọ ; Yọ ; Zọ ) VỚI xọ = 2. Ta suy ra k = š nghĩa là l = s30 


Do đó : ~3 = 2} niên yọ = ~6, 
1 
4= 3 70010 =8. 


Vậy ta có b =(2; -6 ; 8). 
b) Theo giả thiết ta có ể =~2đ. 
Do đó toạ độ của € là : ể = (—2; 6 ; —8). 
3.3. Gọi M', M”, ÄM⁄“” lân lượt là hình chiếu vuông góc của điểm M trên các mặt phẳng (ÓOxy), 
(Óyz), (Ózx) (h.3.18). 
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3.4.a) Ta có AB = (-1;~2; 1) 


3.5. 


3.6. 


Ta có : 

Mớ@o: vọ; 9) 
M (O0; yọ: Zọ) 
M”Œœg; Ô; Zạ). 


AC = C1 ;—3; 0). 
Ba điểm A, B, C thẳng hàng khi và chỉ khi 


hai vectơ 4B và AC cùng phương, nghĩa Hình 3.18 
là AB =kAC với É là một số thực. 
` = k.(—l) =—I 
Giả sử ta có AB =kAC, khi đó : +4 k.(—3)=-—2 
k.(0) =1. 


Ta không tìm được số k nào thoả mãn đồng thời cả ba đẳng thức trên. Vậy ba điểm A, B, C 
không thẳng hàng. 


b) Ta có MN =(—5; 2; 0) và MP =(—10; 4; 0). Hai vectơ MN và MP thoả mãn 
điêu kiện MN =kMP với k= z nên ba điểm M, N, P thẳng hàng. 


Điểm M thuộc mặt phẳng (Óxz) có toạ độ là (x ; 0 ; z), cần phải tìm x và z. Ta có : 
— MA2=(1-xzˆ2+1+(q-z 
ME? =(—1—x)°+1+z7 
MC =(3—x)” +1+(—1—?). 
Theo giả thiết M cách đều ba điểm A, B, C nên ta có MA” = MB” = MC”. 


Từ đó ta tính được M = lš:0:-z)} 


a) Ta có AC = AD+PDC 
BD = BC +CD . 
Do đó : AC+ BD= AD+ BC vì DC =-CD. 
b)Vì AB=AD+DB và AD=AC+CD nên: AB = AC +CD + DB. 


- Do đó : 2AB= AC+ AD+CD+2DB. 


_Vạy  AB=LAC+LAD+LCD+D8. 
2 2 2 
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3.7. 


3.8. 


1— — 


a) Ta có MPNQ là hình bình hành vì MP =QN =—CD và MO = PN =2AB. 


5) 
Do đó MN =MQ+MP = cản: hay 2MN=AB+CD. (1) 
Mặt khác AB= AD+ DB 
CD =CB + BD 
nên AB+CD = AD +CB (2) Ạ 
vì _DE=~BD (h43.19). 
Từ (1) và (2) ta có: AB+CD=AD+CB=2MN . P 
là đẳng thức cần chứng minh. _ 
b) Ta có PÓ=MO-MP=“ B D 
Do đó 2PQ = AB -CD. @) lổ) 
Mặt khác : AB = AC +CB C 
TH nẺ | Hình 3.19 
nên AB—CD = AC - BD (4) 


vì CB—-(-BC)=0. 
Từ (3) và (4) ta suy ra 4B - CD = AC - BD =2PQ là đẳng thức cần chứng minh. 
Muốn chứng tỏ rằng ba vectơ #, ÿ, w đồng phẳng ta cần tìm hai số thực p và 4 sao cho 
ý = pi + đồ. ˆ : 
Giả sửcÓ #W= pứ+qV 
2# —3ä = p(ä - 2b) + ạ(3b - €) 


© (3+p)ä + (34-2p)b - (4+2) =0 () 


_ Vì ba vectơ đ, b, ể lấy tuỳ ý nên đẳng thức (1) xảy ra khi và chỉ khi 
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34+p =0 


3g-2p=0 ={ 
gqg+2 =0 


p=3 
q=-2. 


Như vậy ta có : w= —3/— 2Ÿ nên ba vectơ #, ở, w đồng phẳng. 


3.9. Gọi đ. là vectơ đơn vị cùng hướng với 


Vectơ đ, ta có đo “gi (h.3.20). 


ET 


Gọi ÓÁ, = đo và các điểm AI, A,, A, theo 
thứ tự là hình chiếu vuông góc của điểm Áu 
trên các trục Óx, Óy, Óz. 


Khi đó ta có : loẠi| =cosđ, J04:| =cos Ø, 
Oa| |oAal 
loaa| =3 | Hình 3.20 
lOAo| 


Vì |Ø4a|= 1 nên |04,|=eosz, O4:| = cos đ, |OA3| = cosy. 
Ta có OÁo =ÓA, +ÓA, +ÓA., {a Suy ra : OÁo =cosđi + cos / j + cosyk 
hay OÁo =(cosZ; cos đ; cos7). 


Vì Áo =đp mà lZa|=1 nên ta có : co” # + cos2 / + cos? 7 = 1. 


3.10. a) Ta có AB.CD = AB.(AD - AC) = AB.AD- AB.AC -@) 
AC.DB = AC.(AB- AD)= AC.AB - AC.AD (2) 
AD.BC = AD.(AC - AB)= AD.AC - AD.AB. (3) 


Lấy (1) + (2) + (3) ta có hệ thức cần chứng minh là : 

AB.CD + AC.DB + AD.BC =0. 
b) Từ hệ thức trên ta suy ra định lí : “Nếu tứ diện ABCD có AB L CD,AC L DB, nghĩa 
là AB.CD =0 và AC.DB =0 thì AD.BC =0 và do đó AD L BC.” 


3.11.a) đ.b =6(1 —e); b) đb=-21; c) đb=0. 
3.12.a) |AB|=3, b) [AB| = 5. 


3.13. Ta có : AB =(-a;b;0) 
và AC=t(a; 0;c). 
Vì AB.AC=a? >0 nên góc BÁC là góc nhọn. 


Lập luận tương tự ta chứng minh được các góc B. và lộ cũng là góc nhọn. 
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3.14. a) &— 5) +(y+3)”+(—7)”=4; 
b) — 4)” + (y+ 4) +(— 2)” =36; 
e) œ3)” +(y+ 2) + (— 1 = 18. 

3.15. a) Tâm /(3 ; —1 ; 8), bán kính r = 10; 
b) Tâm /(-2 ; 1 ; 3), bán kính r = 8. 


3.16. Phương trình mặt cầu (S) cân tìm có dạng : x7 + y” + z” - 2ax— 2by — 2cz + đ =0. 


Vì Ae (59 nên tacó: 1—2a+đ=0 (1) 
Be (S9 nên ta có: 4+4b+ =0 (2) 
C e (S9) nên ta có: 16 — 8c+đ=0 (3) 
Ó e (S)nên ta có: đ=0 (4) 


_ 


Giải hệ 4 phương trình trên ta có: đ=0,a= —,b=-—l1, c=2.. 


to 


Vậy mặt cầu (5) cân tỉm có phương trình là : x7 + y” +z7 ~x+ 2y— 4z =0. 
Phương trình mặt cầu (S) có thể viết dưới dạng : 


2s 
[~-;] +(y+1 +(z-2Ÿ Tườớn. 


› 
1 21 

= ;+192 —2)2=—. 

> Ề 3 +(y+1“+(z—2) 2 


Vậy mặt cầu (S) có tâm l[ 71:2] và có bán kính Ƒ= ¬ 


§2. PHƯƠNG TRÌNH MẶT PHẲNG 


3.17. a) Phương trình (2) có dạng : (x — 2) + (y) + (z — 1) =0 hay x + y+ z — 3 =0. 
b) Hai vectơ có giá Song song với mặt phẳng (là: ứ =(0; 1; 1) và ÿ =(-1;0;2). 
Suy ra (2) có vectơ pháp tuyến là 7= # AW = (2; —1 ; 1). 
Mặt phẳng (2) đi qua điểm A(I1 ; 0 ; 0) và nhận ï = (2; —1 ; 1) là vectơ pháp tuyến. Vậy 
phương trình của (2) là : 2(x-— l) — y + z = 0 hay 2x — y+z—2=0. 
c) Hai vectơ có giá song song hoặc nằm trên (2) là : MN = 3; 2:1) 
và — MP =(4;1;0). 
Suy ra (2) có vectơ pháp tuyến là ” = MNAMP =(-1; Á ; —5). 
Vậy phương trình của (@ là : —1(x — 1) + 4(y — 1) — 5Œ — 1) = 0 hay x - 4y + 5z — 2 = 0. 
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3.18. Đoạn thẳng AB có trung điểm là (2 ; 2 ; 3). 


Mặt phẳng trung trực của đoạn A? đi qua 7 và có vectơ pháp tuyến là 7 = IB = (;4;~1). 
Phương trình mặt phẳng trung trực của đoạn 4ÿ là : 


lœx~-2)+4y- 2)— 1Œ - 3)=0 hay x + 4y - z — 7 =0. 


3.19. a) Ta có : AB =(—4; 5; —1) và AC = (0; —1; 1), suy ra ñ = AB A AC = (4; 4; 4). 
Do đó (ABC) có vectơ pháp tuyến là ï = (4; 4; 4) hoặc 7 =(1; 1; 1). 
Suy ra phương trình của (ABC) là : (x — 5) + (yT— 1) + (z— 3) = 0 hay x+ y+z—9=0. 


b) Mặt phẳng (2) đi Hua điểm D và song song với mặt phẳng (ABC) nên (2) cũng có 
vectơ pháp tuyến là 7“ = (1; 1; 1). 


Vậy phương trình của (2) là : (x — 4) + (y) + (z — 6) = 0 hay x + y+z— 10= 0. 
3.20. Mặt phẳng (2) song song với mặt phẳng (Ø): x+ y+ 2z— 7 =0. 
Vậy phương trình của (2) có dạng : x + y + 2z + D =0. 
(2 đi qua gốc toạ độ O(0 ; 0 ; 0) suy ra D =0. 
Vậy phương trình của (2) là x + y + 2z = 0. 
3.21. Mặt phẳng (2) đi qua hai điểm A, B và vuông góc với mặt phẳng (9) : x + 2y —z = 0. 
Vậy hai vectơ có giá song song hoặc nằm trên (2) là AB = (2;2;l)và ở. =(1;2;-1). 
Suy ra (2) có vectơ pháp tuyến là: # = (—4; 3 ; 2). 
Vậy phương trình của (2) là : —4(x) + “5 —1)+2() =0 hay 4x— 3y —2z+ 3 =0, 


A -1 3 2 A=l 
3.22. (2)/(8) 7008 nh . 
3.23. a) đ(M, (2)) = Ji 6 =2 
xa W+4+4 3 ` 
3+25 
b) 4M, (9)= TT 
c) 4(M, (2)= =5 


3.24. Xét điểm M(x; y; z). Ta có : M cách đều hai mặt phẳng (2) và () 
Jx-y+4z+2| _ |3x—y+4z+8| 
V9+1+16 V9+l1+l6 


© 3x -y+ 4z+5=0. 


© 4(M, (2) = d(M, (8) 
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3.25. Ta chọn hệ trục toạ độ sao cho các đỉnh của hình lập phương có toạ độ là : 
A(0;0;0), Zð(;0;0), D(@;1;0), 
B(;0;1), D(0;1;1), C(1;1; 1). 
a) Phương trình của hai mặt phẳng (AB) và (BC ?Đ) là : x + y— z=Ú vàx+y—z—1=0. 
I1 1 -IlI 0 


Ta có : 1n - Vậy (ABD) //(BC ). 


b) 4(ABD), (BC )) = đ(A, (BC ”)) = nói ` 
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3.26. Mặt phẳng (2) vuông góc với hai mặt phẳng (/) và (?), do đó hai vectơ có giá song song 
hoặc nằm trên (2) là #; = (3 ; ~2; 2) và ñ, =(5;—4;3) 
Suy ra ñn„=ngAn, =(2;1;~2). 
Mặt khác (2) đi qua điểm M(3 ; —1 ; —5) và có vectơ pháp tuyến là L , Vậy phương trình 
của (Ø) là : 2(x — 3) + 1(y + 1) — 2(z + 5) = 0 hay 2x + y - 2z — 15 =0. 


3.27. Hình chiếu của điểm A(2 ; 3 ; 4) lên các trục Óx, Óy, Óz lần lượt là B(2 ; 0 ; 0), C(0 ; 3 ; 0), 
D(0; 0; 4). Mặt phẳng (2) đi qua ba điểm B, C, D nên (2) có phương trình theo đoạn 


chắn là : TM Tu ng hay 6x + 4y + 3z — 12 =0. 


3.28. a) (Z,)// (41) ;. b) (#,) cắt (22) ; c) (z,) trùng với (đ.) h 

3.29. Mặt phẳng (/) song song với trục Óy và vuông góc với mặt phẳng (2) : 2x — y + 3z + 4= 0, 
do đó hai vectơ có giá song song hoặc nằm trên (/) là : F =(0;1;0) và n =(2;—1; 3). 
Suy ra (/) có vectơ pháp tuyến là 7i; = jAñ, =(;0;~2). 
Mặt phẳng (/) đi qua điểm M(2 ; —1 ; 2) có vectơ pháp tuyến là : 7 Jm 4;0;-~2). 


Vậy phương trình của (/Ø) là : 3(x — 2) — 2(z — 2) = 0 hay 3x —2z-2=0. 


3.30. Gọi giao điểm của (øZ) với ba tia Óx, Oy, Óz lần lượt là A(ø ; 0; 0), B(0 ; b ; 0), C(0 ; 0; c) 


(a, b,c >0). | 
: Am... 
Mặt phẳng (2) có phương trình theo đoạn chắn là : Tư Si () 
a C 
. .. : 1. 5.2 
Do (2) đi qua M(I ; 2 ; 3) nên ta thay toạ độ của điểm ÄM vào (1) : y : 
a C 
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Thể tích của tứ điện OAĐBC là V = ` Hj =1.Ì0AoBOoC = 2 ae 
3 32 6 
Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có : 1 = Ba) lTT— =. 2P 
4a b c. abc abc 
s?:0bc 221700: V 8 07; 
a=3 
z ... J: 2.3. .] 
Ta có : V đạt giá trị nhỏ nhất © W =27 6 —=~=—=— © Jb=6 
a b c 3 
| c=9 
Vậy phương trình mặt phẳng (2) thoả mãn đề bài là : 
~+ +“ =l hay 6x + 3y+2z— 18 =0. 
3 6 9 


§3. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẲNG 


3.31.a) Phương trình tham số của đường thẳng A đi qua điểm A(I ; 2 ; 3) và có vectơ chỉ 
phương đ = (3; 3; 1) là : 
| x=l+â3 
y=2+3/ 
z=3+t... 


Phương trình chính tắc của A là —= = 


làm: 2T -2Bg Ai 
3 | 
b) A 1L f2 am =(2;—1ÿ1) 


24 
›=l+2i 
Phương trình than: số của A là 4 y =~—/ 


z=—l+t. 
x-ÏÌl y SìP H 


Phương trình chính tắc của A là X5YOg BE] ng 


c) A đi qua hai điểm € và Ð nên có vectơ chỉ phương CD = (1;2; 3). 
x=l+í 
Vậy phương trình tham số của A là 4y=—l+2/ 


Phương trình chính tắc của A là INGi ——= 
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3.32. Gọi 4 và 8 lần lượt là giao điểm của đ, 

và d, với (2z). Đường thẳng A cần tìm 
chính là đường thẳng AB (h.3.21). 
Tacó A(l—/;/; 4? € đh 

Ae€ (#) © f+4.(2?) =0 ©¡:=0. 
Suyra A(1;0;0). 
Tacó B(2-/;4+2/;4)c đ) 

Be (2) © 4+2+8=0 © f=-6. Hình 3.21 
Suyra B(§; —8; 4). 


A đi qua A, B nên có vectơ chỉ phương đ, = AB =(1:—8; 4). 


Phương trình chính tắc của A là : = = Số =—- 


3.33. a) Ta có đ.=( ;2;3) và LÊ >t:2:2). 

Suy ra ñn=ồ, ^ä„ =(-2 ; 7 ; -4). 
Ta có M(-1; 1;-2) € đ, Mạqa :5;4)c J> MạM, =(2;4; 6). 
Ta có 7.MạM, =4 + 28 ~ 24 = 0. Vậy đường thẳng đ và đ' đồng phẳng và khác . 
phương, nên đ và đ cắt nhau. 
b) Ta có Lễ =(1;1;-lI) và a„=(2;2;~2), Mạ(0;1;2)e đ. 
S du, =2, : 

Mạ £ đ` (toa độ Mẹ không thoả mãn đ') 
nên hai đường thẳng đ và đ song song. 
c) đdcó vectơ chỉ phương đ ¡EŒ1:3;=2), 

đ có vectơ chỉ phương đ „ = (0 ; 0 :): 
Gọi Z=ä,Aả„ =(15;5;0) #0. 
Ta có Mẹ(;0;-1) e ảd 

Mọ(0:9;0)e đ' = MạMa =(0;9;1), ñ.MạMạ =45 #0. 

Vậy đ và đ' là hai đường thẳng chéo nhau. 
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3.34. Ta có rã =(l1;a;-l) và a,=(2;4;-~2) 


Khi đó M/ oq; 2; 2) thuộc Z và Mẹ không thuộc đ. Vậy đ//d' © a= =2 

3.35. a) Thay x, y, z trong phương trình tham số của đường thẳng đ vào gil3ïý trình v quát 
của mặt phẳng (Z) ta được : / + 2(1 + 2?) +(1 - ?)— 3=0 © 4= © /=0. 
Vậy đường thẳng đ cắt mặt phẳng (2) tại Mạ(0; 1; 1). 
b) Thay x, y, z trong phương trình tham số của đ vào phương trình tổng quát của (Ø) ta 
được : (2 — ?) + (2 +?) +5 =0 0= 9. 
Phương trình vô nghiệm, vậy: đường thẳng đ song song với (2). 


c) Thay +x, y, z trong phương trình tham số của đ vào phương trình tổng quát của (2) ta 
được : (3 — ?) + (2-?)+ (1 +2?)—-6=0 © 0=0. 


Phương trình luôn thoả mãn với mọi /. Vậy đ chứa trong (2). 
3.36. Đường thẳng A đi qua điểm M,(1; 0 ; 0) 


và có vectơ chỉ phương đ = (2; 2; 1). p 
Ta có MẹA =(0 :Ũ; 1), 
ñn=d^ MẹA =(2;-2; 0). 
_.. A 
|| X4á+4+0 2\JÐ H “ 
đ(A, A) = ;=—-=———= ——- Mỹ a 
l[ 4+4+1l 3 Hình 3.22 
Vậy khoảng cách từ điểm A đến A là >2 (h.3.22). 
337. a) Ta có : A =@;3; 2vàn =(2;-2;]) 
CÁ) n=4~— 6+ 2=0 (1) 
Xét điểm Mẹ(—3; —1 ; ~1) thuộc A, ta thấy toạ độ Mạ không thơá mãn phương trình của 
(2). Vậy Mẹ £ (2) — @ 
Từ (1) và (2) ta suy ra A. // (2). 
_ 2.c3-2CÐD+CD+3| _ 2. 
b) đ(A, (2)= đ(M,.,(#)) =———————————— = ~ 
, 44+4+1 „. 
Vậy khoảng cách giữa đường thẳng A và mặt phẳng (2) là T 
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3.38. a) Gọi (2) là mặt phẳng chứa A và song song 


3.39. 


với A“. Hai _ectơ CÓ giá song song thui nằm 
trên (2) là: Z =(l;—1;0)và đ =(-1;1; 1). 
Suy ra ñ=(= f;~1; 0) (h.3.23). 

(2 đi qua điểm M.(Œ;—1; D thuộc A và có 
vectơ pháp tuyến r =(1; l; 0). 


Vậy phương trình của mặt phẳng (2) có dạng 


Hình 3.23 
x— l+y+1=0hayx+y =0. 
Ta có : Õ, (2; 2 ; 0) thuộc đường thẳng A”. 
4(A, A“)=á(M,, (a)= 02 - 2/2. ¬ 
À7? x=F 
b) Hai đường thẳng A và A“ có phương trình là A :4y=4-f và A“:4y=2-3# 
z=~l+2t z =~3. 


Phương trình mặt phẳng (® chứa A và song song với A“ là Với +5y—2z~— 22= 0. 
Lấy điểm M {0;2; 0) trên A“. 
|5.(2)—22| 


Tá 66 4(Ä „ Ä'y =0) 08925 2 Đế 
v8l+25+4  vII 
h 2 12 + 
Vậy khoảng cách giữa hai đường thẳng A và A' là ậ 
' : : NT) 


a) A đi qua điểm Mẹ(1 ; ~3 ; 4) và có vectơ chỉ phương đ = (2; 1; -2) 


A“ đi qua điểm Mẹ (—2; 1; —l) và có vectơ chỉ phương ấ =(—4; -2; 4). 


M,eA. Mẹ | A 
Vậy A“ song song với A (h.3.24). 
b) Tacó  MạMạ =(-3;4; -5) 
ïn=M.M/^ ^Aäd =(-3;—I6; —11). 9 H 


l7[_vV9+256+12l V386 


&A. A)= M.H= =——ễ - 


lãi J4+1+4 5 


S‡ 


Hình 3.24 


x=l+2/ 


3.40. a) Phương trình tham số của A : 4 y=—l— P1 
z=2t. › 
Xétđiểm H(1 +2/; -l~/; 20c A. M M" 
Tacó — MH =(2-1;—t;2r— 1) H 
| đ.=(2;~1; 2). | 
H là hình chiếu vuông góc của Mí trên A © MH .đ =0, A 
Hình 3.25 
© 2(2r- l)+rf+2(2/—- 1)=0 ©/= P (h.3.25). 
Ta suy ra toạ độ điểm HỆ: Si, , : k 
9. 9 09 
b) H là trung điểm củ MM, suy ra Xi + Xuu = 2X. 
34 l6 
Sà đhu Xu 2Xu — Xu = HR —2= nh 
.___ 26, -l7 l6 „7 
Tương tự, ta được y„„,= 2V„„ — uy = ah = b.N. luc. CN Gr “TỦ 
vụw(l6, D4), 
9. 9 09 
3.41. a) Phương trình tham số của đường thẳng A đi 


qua điểm M(1 ; —1; 2) và vuông góc với mặt 
phẳng (2) : 2x—=y+2z+I2=0là 


x=l+2t 
A :4y=-Ì~-f 
1z=2+2¡. 
Xét điểm H(1 + 2 ;—1—r; 2 + 20 e A (h.3.26). 
Ta có H e(ø) © 2(1+2n)+(1+?)+22 +2/)+ 12=0 Hình 3.26 
i9 
Sí=—. 
9 
Vậy ta được HS Si c S) 
9 9 ga 
h —58 -67 
b) HỦ là trung điểm của M4M/, suy rax,,„=2x,—X,„=——Ì=#—— 
) 8 VI MP SỀN"” TM. ` 10 ọ 
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`. 
9 9 9 


Vậy ta được w{ ;— ¡;——]. 
x=l-f: 
3.42. Phương trình tham số của đường thẳng đ: 4 y = 2+2 
z =ải.. 
Vectơ chỉ phương của hai đường thẳng đ và ở lần lượt là ở = (—1 ;2; 3), đ =(1;-2; 0). 
Xét điểm M(I — r ; 2 + 2; 3?) trên đ và điểm M{(I + £ ; 3 — 2 ; 1) trên đ' ta vÝ 
MM' =(+t;1—2£—2r; 1— 30. 
MMM là đường vuông góc chung của đ và đ” 
MM ä=0 
c© 
MM“a =0 
~f—t+2~ 4ƒ — Át+ 3— 9 =0 
© Lả , 
f +f—2+4t +4:i=0 


l 
⁄, {=— 
5f +14 =5 | 
`... Hình 3.27 
3 +5£=2 ñ 1: : 
15 
. Ty : vn 2 8 (16 43 
Thay giá trị của / và /' vào ta được toạ độ của M và M là M| ~;—;1|, M 'Ì|—; —;1 
3 3 1S 15 
Do đó MM = = sò : 
1S 15 


Suy ra đường vuông góc chung A_ của đ và ở có vectơ chỉ phương # = (2; l ; 0). 
Vậy phương trình tham số của A là ' 
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3.43. Ta chọn hệ trục toạ độ như sau : 
C là gốc toạ độ, CD =ï; CB = j ; CC'=k. 3 
Trong hệ toạ độ vừa chọn ta có - 
C(0; 0; 0), A(a; a; 4a), DĐ; 0; 0), Da; 0; 4). 


CA” =(a;a;a), DĐ =(0;0; a). 


Gọi (2) là mặt phẳng chứa CA” và 


Song song với DDP.. (2) có vectơ pháp 
tuyến là : 


".n 0) 


hay 7 =(I;—1; 0). TY 
Phương trình tổng quát của (2) là UP toa 
x—y=0(h.3.28). | 
Ta có : đ(CA', DD? = đ(D, (Ø)) = Si Cổ B0, 

vi+l+0 V2 
Vậy khoảng cách giữa hai đường thẳng CA” và DD'là _ 


x=l+2 
3.44. Phương trình tham số của đường thẳng đ: 4 y =/ 
Z=-~2- 3i. 


Xét phương trình 2(1 + 2?) + () + (=2 — 3) —1=0 ©2/-1=0 ©/= K 


Vậy đường thẳng ở cắt mặt Tn (2) tại điểm M l2: 2i = ;) (h.3.29). 


Ta có vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (2) 
và vectơ chỉ phương của đường thẳng đ 
lần lượt là | 


h= (2;1;1) 
và á,=(2;1;-3). 
Gọi ø, là vectơ pháp tuyến của A, 


ta CÓ đ. Ti Và đ. La, 


Suy ra đu =ữ, ^ä, = (-4 ; 8; 0) 


hay đu =(1;~2;0). 


Hình 3.29 
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x= 2+f 


Vậy sướn trình tham số của A là 4 y= : — 2í 


3.45. a) Ta có đ, =(2; =3; 4) và đn =2 .-2) 
1 2 


Ad 
) 


=(-2; l6; 13). 

Lấy điểm M,(1 ; =2 ; 5) trên d, và Ấ 

điểm M„(7:2; 1) trên d, (h.3.30). 

Hình 3.30 
Tacó M,M, =(6;4; -4) 
ñnM.M; =—12+ 64-— 52 =0. 
Suy ra đ, và d, cùng nằm trong mặt phẳng (ø'). 
b) Mặt phẳng (Z) chứa Mì và có vectơ pháp tuyến là 7, vậy phương trình của (Ø) là : 


~2(~ 1) + 16(y + 2) + 13(z — 5) = 0 hay 2x — lốy - 13z + 31 =0. 


BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG lIil 
x=2f 


3.46. a) Phương trình tham số của đường thẳng A, : 4y=-2+3// 
z=4f 


A; đi qua điểm M;(0; ~2 ; 0) và có vectơ chỉ phương á =(2;3;4) 

A, đi qua điểm Mũ ;2; |) và có vectơ chỉ phương đá, (AI nI, 

Mặt phẳng (2) có vectơ pháp tuyến 7 = đ Ad,=(2;0;-1). 

(2) đi qua điểm M⁄ ¡(0 : ~2 ; 0) và có vectơ pháp tuyến z, vậy phương trình của (2) là : 

2x—z=0. 

b) Xét điểm H(1 +; 2+; 1+ 2?) e A›; 
MH =(Œ—1;†+1;2t~3). 


Ta có : MH nhỏ nhất © MH LA, œ MH.ä, =0 œ —1+t+1+2(7—3)=0 
© f=1. 
Vậy ta được H(2; 3 ; 3). 
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3.47. Mặt phẳng (A'BD) có vectơ pháp tuyến nh =BD A BÀ = (ab ; ab ; Z3. 


Mặt phẳng (BDM) có vectơ pháp tuyến ñ, =BD A BM = l2: s Ẳ 2] : 


2,2 22 
Ta có (BDM) L (A'BD) © ñ,j, =0 © = = -a'=0 @ a=b © s=l 
4g. JÁC=(0:6:0) _ CO; 6; 0). 
A(2;0;0) 


Do đó 7 (I ; 3 ; 4). 
Phương trình mặt phẳng (2) qua Í gì uờG góc với ÓA là : xz~—Il =0, (2 cắt ÓA tại K(1 ; 0; 0). 


Khoảng cách từ ï đến ÓA là : /K = x/(— 1)” +(0—3)? +(0—4)2 =5 
3.49. Ta có 7 =(Ì: 3k; -1) và ñ„ =(k;—]; D. Gọi d, =6nƒ. 


Đường thẳng đ, vuông góc với giá của ïï 8 và 7 H„ nên có vectơ chỉ phương là : 


- 


- - 2 
=nạ AT, =(3k— l ; =k~ l1; ~l — 3k). 


_ —1—3£#2 
Ta có : đ phesTT TT” l = 


©Èk=], 


3.50. Tacó a ¡=ẽ(;~- ;:4). 
ma rn ng 
AB =(¡ : 2?;3—1;—5 +). 
AB Ldä ABảä,=0 © 2(1+2?)-(3—)+4(—5 + 40) =0 © r= 1. 
Suy ra 4B =(3;2;—]). 


Vậy phương trình của A là: ——=———=——. 


3.51. Ta chọn hệ trục toạ độ như sau : B. là gốc 
toạ độ, BA =i, BC =j, B,B =k. Trong 
hệ trục vừa chọn, ta có 
8,(0; 0; 0), 8(0; 0; 1), A¡q ; 0; 0), 
DIG;1;0),C(0;1; 1), ĐA ; 1; D, 
C¡(0; 1; 0) Œ.3.31). 


. Hình 3.31 
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Suy ra M⁄/(0;0; 2) P(I; — ;0), NC ¡ 1). 
Ta có MP = Lên .N : 
. sa 5 

Gọi (2) là mặt phẳng chứa C ¡Ÿ và song song với MP. (2) có vectơ pháp tuyến là 
¬ ?=.-. sử 
n=|—:——;:=— | hay n =(2;—5;-l). 

Ệ 4 ) Khi 
Phương trình của (2) là 2x ~ 5(y — 1)—z= 0 hay 2x — 5y—z+5=0. 

Í 

F23 9 


\25+4+L. 230 


Ta có 4MP, CN) = A(M, (Z)) = 


Ta có cos (MP.,c N) = MBCN =0. Vậy (MP,C N) =909, 
ww.x 
3.52. a) Ta có C(—2;0;0) và (—1;0; V2). 


Gọi (2) là mặt phẳng chứa §$A và song song với BÄ/. Hai vectơ có giá song song hoặc 
nằm trên (2) là S4 =(2:U;? >2) và BM = (—l;—l1; 12). 


Suy ra vectơ pháp tuyến của (2) là :  = &2X2:0;= 2) hay 7# = (2: 0;1). 
Mặt phẳng (2) có phương trình : v2Œœ — 2)+z=0hay 42x+z - 242 =0. 


-242 
b) Ta có đ(SA, BM) = 4(B, (2)) = | BẠG = _ 
+ 


Am 


Vậy khoảng cách giữa hai đường thắng SA và BM⁄ là “——— 
3.53. a) Đường thẳng AC có vectơ chỉ phương AC =(0; 1; -3). 
| +=1 
Phương trình tham số của đường thẳng AC: 4y =/ 
z=l]1-âäi. 
b) Ta có 4B =(—1;1;—1) và ÁC =(0;1;~3) 
= AB A AC =€2:-3;:-1. 
Suy ra (2) có vectơ pháp tuyến ï = (—2 ; —3 ; —1). 
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3.54. 


Mặt phẳng (2) có phương trình : 2(x— 1) + 3(y) + (z — 11) = 0 hay 2x + 3y +z — 13 =0. 
c) Phương trình mặt cầu (S) tâm Ð bán kính 5 ; (x + 3)” + (y— 1)“ + (z— 2)ˆ = 25 


Ta có đ(Ð, (2) |2.(-3)+3.)+(2)-13| 14 Am. 

a có đ(D, =—————_--=..-= 
V4+9+I v4 ~ 

Do đó đ(D, (2)) < r. Vậy mặt phẳng (2) cắt mặt cầu (6). 


9 25 _ 426 


a) (S) có tâm ï . và có bán kính r= ,|—+4+—-6=——. 
B2 2 4 4 


t3} H4, 


b) đự,(P))= —————-_———' =-—< 


Ý4+9+l16 429 ` 2 
Vậy đự, (P)) < r. 
Suy ra mặt phẳng (P) cắt mặt cầu (S) theo đường tròn tâm # bán kính z”“. 


H chính là hình chiếu vuông góc của 7 xuống mặt phẳng (P). Gọi A là đường thẳng qua 
và vuông góc với (P). Ta có vectơ chỉ phương của A là đ đa = Tú p =(2;-3:4) 


xe _ +2! 
MÀ 
Phương trình tham số của A : +y=—2—3¡ 


JS= VĂN 
: : 3 5 F 
A. cắt (P) tại H TT) ng, “  IPHIN) TC . Ta CÓ : 


5 
Hec(ø) =2|~5+2]¬ 3(-2— 9)+4| +4r]¬ -5=0 =3 20/+80 @ t2. 


Suy ra toạ độ H cv và Đệ Ea hay H . 
2 29 29.2 29 538 29 58 
-_ Tacór” =rˆ M10 (' (l2 9< ca. Suy ra r= 22. 
4 29 %8 58 


3.55. 


a) Mặt phẳng (2) có phương trình : 2x + y —z — 6 =0. 
(Ø đi qua Ó(0 ; 0; 0) và () // (2), suy ra phương trình của (9) là 2x + y —- z= 0. 


_ b) Đường thẳng A đi qua Ó và vuông góc với mặt phẳng (2), suy ra phương trình tham 


x=2/ 
số của A là +y=/ứ 


Z =-f. 
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c) đ(O, (3) = si 9s. 
' 44+1+l 


3.56. a) DQ ; 4; 5). 
Ta có AD = (0;4; 5) và AB = (~3 ; 4; 0). 
Suy ra (ABD) có vectơ pháp tuyến ï = AD ^ AB =(_-20;—15; 12). 
Phương trình của mặt phẳng (ABD) có dạng 
20(œ — 3) + lấy ~ 12z = 0 hay 20x + 15y —12z — 60 = 0. 
b) Phương trình tham số của đường thẳng A đi qua Ð và vuông góc với mặt phẳng 
x=3+20 
(ABD): $y=4+ l5 
z=53-~—l2t. 


3.57. Tâm /(x ; y ; z) của (S) có toạ độ là nghiệm của hệ phương trình 


1A2 = I2 (x62 +(+2)? +(z~32 =x? +(y~92 +6} 
JA?=IC2 œ 1(x-62+(y+2)2+Œœ~32=(x~2)2+y? +(z+ ĐÝ 
1A2 = ID? (x-6ˆ2 +(y+2)2 +(z~3)2 =(x~4) +@~1 +z? 
12x—-6y 6z =12 2x-y—z=2 x=2 

© 48x-4y+8z=44 © 2x—y+2z=1l @ 4y=~l 
4x—6y+6z =32 2x—3y+3z = l6 z=3. 


Vậy mặt cầu (Š) có tâm /(2 ; - l ;.3). | 
Mặt phẳng (2) tiếp xúc với (5) tại Á nên (2) có vectơ pháp tuyến là IA =(4; —1;0). 
Phương trình mặt phẳng (2) là 4+ — 6) ~ (+ 2) = 0 hay 4v — y ~ 26 =0. 

3.58. a) Mặt phẳng (2) có vectơ pháp tuyến là ÓC -[§ : ; : 3) hay ïñ= 30C =q;1; 1). 
Phương trình mặt phẳng (2) là x + y + z = Ö. 
b) Gọi (Ø) là mặt phẳng chứa AB và vuông góc với mặt phẳng (2). Hai vectơ có giá 
song song hoặc nằm trên (Ø) là: AB =(0;1;1) và LÊN =(1;1; 1). | 
Suy ra (Ø® có vectơ pháp tuyến nạ =(0;1; — 1). 
Phương trình mặt phẳng (/) là y — z =0. 


3.59, a) Phương trình mặt cầu (S) có dạng x” + y +zˆ — 2ax ~ 2by ~ 2cz+ đ=0. Œ) 
Thay toạ độ các điểm A, B, C, D vào (*) ta có 
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3.60. 


q= 
I—2a+d=0 
I-2b+dđ=0 b= 
1-2c+đd=0 


S 
lI 


2-2a-2b+d-=0 


© ÐÌm bi— Nị— 


S, 
lI 


Vậy phương trình mặt cầu (S) là: +yˆ+z —x—y—z=0, 
b) Ta có ÁC =(—1;0; 1) và 4D =(0;1;0). 
Suy ra (ACD) có vectơ pháp tuyến 7 = ACAAD =(—1;0; —-1)hay # =(1;0; 1). 
Vậy phương trình của mặt phẳng (ACĐ) là x — 1 +z= 0 hay x+z - 1=0. 
Mặt cầu (S) có tâm là 7 313:2) 
TT vi. 2i” 
Ta có ï e (ACP), suy ra mặt phẳng (AC) cắt (S) theo một đường tròn có tâm Ï (3:z:z) 


và có bán kính r bằng bán kính mặt cầu (S), vậy 


r= \Na?+bˆ+c?~d = 


a) Ta có AB =(-1;0;0); 4C =(0;0;4);  AD =(0;-2;0). 
AB.AC = AC.AD = AD.AB =0, suy raAB L AC,ÁC L AD,AD L AB. 
Vậy AB, AC, AD vuông góc với nhau từng đôi một. 


b) Gọi Hƒ là hình chiếu vuông góc của A trên CD. Ta có AH chính là đường vuông góc 
chung của AB và CD (h.3.32). 


AB =(—1;0;0); CD =(0;-~2; —4) 
B 


C 
Hình 3.32 Hình 3.33 
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Vectơ chỉ phương của đường thẳng AH là đ = AB ^CD = (0:—4; 2). 
: x=2 
Phương trình tham số của đường thẳng AH hay A là 4y=4—4¡ 
z=—l+2t. 


c) Gọi Ä là trung điểm của CD. Vẽ trục A của đường tròn (ACD), mặt phẳng trung trực 
của AB cắt A tại 1(2 ; b ; c). Ta có ï là tâm của mặt câu (Š) ngoại tiếp tứ diện ABCD 
(h.3.33). 


Vậy phương trình mặt cầu (S) ngoại tiếp tứ diện ABCD là : (x — Ỹ / +ớ-— 3ˆ +(— Ú” = ñ ‹ 


d) Mặt phẳng (2) song song với (4BD) nên có vectơ pháp tuyến là 
AC=(0;0;4) hay ï =(0;0; 1). 
Phương trình (2) có dạng z + D = 0. Ta có : 


D= v21 -1 
(2) tiếp xúc với SỰ, r) © dự, (ø))=r œ |I+Đ|= KG ° : 
2 xIÐT + 
D=—-——-I 
5 
Vậy có hai mặt phẳng (2) thoả mãn đề bài là (đ():Z+ = -1=0 
: 421 
và (,) tZ— 5 —=l=0, 
CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM - 
361B) 365D) 3.69(B) 373(O  377(\ 3.81(C) 
3.62 (A) 3.66 (B) 3.70 (C) 3.74 (D) 3.78 (B) 3.82 (A) 
3.63 (C) 3.67 (A) 3.71 (B) 3.75 (@ 3.79 (B) 3.83 (A) 
3.64 (A) 3.68 (A) 3.72 (A) 3.76 (A) 3.80 (D) 3.84 (A) 
3.85 (B) 
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I. ĐỀ BÀI 


1. 


BÀI TẬP ÔN CUỐI NĂM 


Cho lăng trụ A5Œ.A?C”. 
a) Tính tỉ số — AC _ : 
ABC.A'EC 
b) Tính Vxca¿+; biết rằng tam giác ABC là tam giác đều cạnh bằng 4, AA' = b 
và AA' tạo với (ABC) một góc bằng 60P. 
Cho tứ diện ABCD có AD = BC = a, BD = CA = b, CD = AB =c. 


a) Chứng minh rằng các đường vuông góc chung của các cặp cạnh đối diện 
đồng quy và đôi một vuông góc với nhau ; 


b) Tính V;gcp theo a, b, c ; 


c) Chứng minh rằng Ó là tâm mặt cầu nội tiếp và ngoại tiếp của tứ diện 
ABCD. Tính bán kính của các mặt cầu đó theo a, b, c. 


Cho hình nón tròn xoay () đỉnh S, đáy là hình tròn bán kính &, chiều cao bằng ?. 
Gọi (H) là hình trụ tròn xoay có đáy là hình tròn bán kính r (0 < r < K) 
nội tiếp (H). 


a) Tính tỉ số thể tích của (H) và (H) ; 


b) Xác định r để (H') có thể tích lớn nhất. 

Trong không gian ðxyz, cho hình lập phương ABCD.A'BCT”D' với A(0; 0; 0), 
5q ;0;0),0(0;1;0),A10;0; 1). 

a) Hãy tìm toạ độ các đỉnh còn lại ; 

b) Chứng minh AC L (BC); 

c) Tìm toạ độ của chân đường vuông góc chung của BD' và BC”. 

Trong không gian Óxyz, cho §(0 ; 0; 2), A(0; 0 ;Ø), 68(1; 2; 0),Œ(0; 2; 0). 
a) Viết phương trình của mặt phẳng (P) qua A và vuông góc với ŠB ; 


b) Tìm toạ độ của các điểm B' là giao của (P) với ới đường thẳng SB, vi là giao 
của (P) với đường thẳng ŠC ; 


c) Tính thể tích tứ diện SAB“C  ; 
đ) Tìm điểm đối xứng với B qua mặt phẳng (P) ; 
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19. 


11. 
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e) Chứng minh các điểm A, 8, C, B', C' cùng thuộc một mặt cầu. Viết 
phương trình của mặt cầu đó và phương trình của mặt phẳng tiếp xúc với 
mặt cầu đó tại C”. 


Cho hình chóp ngũ giác §.ABCDE. Gọi A, B, C, D/, E' lần lượt là trung 


điểm của SA, SB, SC, SD, SE. Khi đó YS.AECĐE- bàng : 


S.ABCDE 

1 1 1 1 
A)—; __(B) - ; C) - ; D) —. 
( ) 5 ( : s () 8 (D) 32 
Thể tích hình nón tròn xoay ngoại tiếp tứ diện đều cạnh ø bằng : 

3 | 3 3 

77a "¬ 2a _ #3a Zx|6a 

(A) KP : (B) : (© ".. h (D) BE BI 


Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'Ð' cạnh bằng a. Khi đó thể tích hình chóp 
A.A'BCD' bàng : 


a ` a2 : a : a 
(A) rx (B) 2) (C) ” (D) _. 


Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D'. Gọi (H) là hình nón tròn xoay nội tiếp 


: _W 
hình lập phương đó. Khi đó ———£——— bàng: 
VABCD.A'#CD 


1 4 V4 Z 
A) -; B) —; @—: D) —=. 
(A) 5 (PB) P (C) 8 (D) 12 
Cho hình lập phương ABCD.A BC D., Gọi (H) là hình trụ tròn xoay ngoại 
V, 
tiếp hình lập phương đó. Khi đó ". bằng : 


ABCD.A'ECD' 
3 V/4 TQ UẾT Z 
A) -; B) —; K) D) =—=: 
Và) “`-.- @2 ¬ Vinh 


Cho hình lập phương ABCD.A'B'C”D“. Gọi (H) là hình cầu nội tiếp hình lập 


Vy : 
phương đó. Khi đó ———————— bảng : 
VApCD.A'ECD 


Z. LÃ LÊN kÃ 


Các bài tập dưới đây cho trong không gian Oxyz. 
12. Cho A(0;0; a), Bœ ; 0; 0), C(0 ; c ; 0). Khi đó phương trình mặt phẳng 


(ABC) là : 
(Ä): SP, si. ` (tt 12 
C b c a 
(B) Š+*“+—=l; D) “+z+^=1. 
4a c b | c b a 


13. Cho ba mặt phẳng (P): 2x+y+z+3=0, 

(@):x—y—z—1=0, 
():y—z+2=0. 

Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sz¡ ? 

(A) Không có điểm nào cùng thuộc ba mặt phẳng trên ; 

(B)(P) L (@); 

(C)(ŒP) L ®; 

(D) (Ø) +L Œ). 


_ x=f x=l-2¡ 
14. Cho hai đường thẳng dị: 4y=l-f và đ;:4y=2f 
z=l+2¡ z=3-Át 
Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 
(A) đi và đ; cắt nhau ; - () đi và đ; song song ; 
(B) đ¡ và d; chéo nhau; - (D) đi và đ; trùng nhau. 
x=l 
15. Cho đường thẳng đ: y=l+/ và hai mặt phẳng 
z=-~Ìl+í 


(P): x—-y+z+1=0 và ():2x+y—z—-4=Q0. 

Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 

(A)4/(P);~ (C)đ2=(P) ¬(@); 
(B)đ// (O@); ` (D)đ 1 Œ). 
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II. HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP SỐ 


1. 
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a) Ta có Xe ng) = L PT ST = Và cử? 
= _ V h.1 
—C.APBŒ `. ABC.ACŒ (Œh.1). 


` rá kẻ “ }. ` | 
Từ đó suy ra tI số phải tìm băng nề 


b) Gọi ;H là chân đường cao đi qua A của lăng 
trụ. Khi đó góc (AH, A“A) = 60”. Từ đó suy ra 


AH= VÀ Ta cũng có : 5 ABC _. ‹ 
Do đó V S g2) 
nh HU VN " c Hình 1. 


Từ đó suy ra VAcapg'= sai b. 


a) Gọi 7 và / lân lượt là trung điểm của AB và CD. Vì A ACD = ABDCÐ nên các trung 
tuyến tương ứng của chúng bằng nhau, do đó AJ = B/. Từ đó suy raJ!ƒ L AB. Tương tự, 
J 1L CD. Vậy IJ là đường vuông góc chung của AB và CD. 
Làm tương tự đối với các cặp cạnh đối diện khác ta chứng minh được rằng đường nối 
trung điểm của các cặp cạnh đối diện là đường vuông góc chung của cặp cạnh đó. Do đó 
'các đường đó đồng quy tại Ó là trung điểm của mỗi đường (h.2) 


A 


Hình 2 vs Hình 3 


Gọi (P) là mặt phẳng qua AÖ và song song với CD, (@) là mặt phẳng qua CD và song 
song với AB ; A”, B' lần lượt là hình chiếu vuông góc của A, Ö lên (Ó) ; C”, D“ lần lượt là 
hình chiếu vuông góc của Œ, D lên (P). Dễ thấy ACBD.A'CB”D là hình hộp chữ nhật. 
Đường nối hai tâm của mỗi cặp mặt đối diện của hình hộp chữ nhật đó chính là đường 


vuông góc chung của các cặp cạnh đối diện của tứ diện ABCD. Do đó chúng đôi một 
vuông góc với nhau (h.3). 


2 c2? +b2—aˆ 
X“:.=—————- 


x?+y2 =c2 2 
` 2 2 2 : a?+c2—b2 
b) Đặt AC“= x, AD“ = y, AAˆ=z. Ta có : Jx2 +z2=b2 => ph ng 
002 so 2 8 
Mˆ.+Z =ứ -à _Ð2 +a2 —c? 
2 


`: Ị L 
Từ đó suy ra Vmep => Ÿ4c-ap.- 4'cg'p =1a 244? +? =c?)(a? +? — b2)(b2 + c2 = a3). 


©) la có @ là tâm của hình hộp chữ nhật AC/BD'A'CB'D nên nó là tâm của mặt cầu 
ngoại tiếp tứ diện ABCD. Bán kính của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABC?D là 


_ AB _- \x?2+y?+z2 _ V\2(a?+b2+c2) 
2 NI 8 

Gọi Ö và K theo thứ tự là chân đường vuông góc kẻ từ Ó đến (ABC) và (ABD) (xem h.2). 

Vì ØA =OB = ÓC nên HA = HB = HC, tương tự KA = KB = KD. Vì A ABD = A BAC 

nên HA = KA. Do đó ÓOH = OK. Tương tự, ta chứng minh được khoảng cách từ Ó đến các 

mặt của tứ diện ABCD bằng nhau nên Ó cũng là tâm của mặt cầu nội tiếp tứ diện A8CD. 


Gọi r“ là bán kính mặt cầu nội tiếp tứ diện ABCD. 


VopAg = *VoAgc = EM SABC' 


V l.4J5(42102=c0Stct- WEE.bo2-u2) 
dd 5 T60 DÀU TÔ 7y I 0U lóc di, 
4 Š4p„ 16 wp(p~a)(p— b)(p~ c) 


' a+b+c 
trong ĐH SP pc nP) 


Khi đó ta có V. ve = Voxpc † Ÿogcp † Yocpa 


Giả sử đường cao $7 của hình nón (#) cắt hai 
đáy của hình trụ (H? tại / và Ƒ' (h.4). 


NHIôG 2 (Dadi Sa” 0 ác 
R h R 


'h 
Từ đó suy ra PhZôG . 
R 
V2 2RPN, v HS. A—") T, 
(H) 3 3 R 
Do đó Tự _ =— . 
(H) R 


Hình 4 147 


_ pháp tuyến của mặt phẳng () qua 
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b) Ví 


„2 lớn nhất khi ƒữ) = r? ( ~ z) (với 0 < r < R) là lớn nhất. Khảo sát hàm số ƒ), 


với 0 <r < R. Ta có ƒ {r) = 2Rr — 3? = 0, khi r = 0 (loại), hoặc r= = Lập bảng biến 


thiên ta thấy ƒ đạt cực đại tại r = = Khi đó V 


4 2 
(H)” Fruei h. 


a) Dễ thấy C( ; 1 ; 0), 8 ;0; 1), D0; 1; 1),€(Œ ; 1; D,Ð{0; 1; 1). 
b) Ta có A7 =(1;1;~1), | 

BC =(0;1; 1), 

BD = BD =(~1; 1; 0), 
do đó A'C.BC =0 và A“C.BD =0. 
Từ đó suy ra AC L (BC). 

c) Gọi J7 là đường vuông góc chung 
của B?D' và BC”, ñ là vectơ pháp 


tuyến của mặt phẳng (P) qua #D” 
và song song với AC, 7, là vectơ 


BC” và song song với A“C (h.5). 
Khi đó ñ =A'CAD”=(1;1;2), ñ, =ACABC =(2;~1;1). 
Phương trình của (P) là: (x— 1)+ y+2(z—1)=0 hay x+y+ 2z - 3 =0. 
Phương trình của (Ø) là: 2(x— 1)—y+z=0 hay 2x-y+z—2=0. 
Phương trình của (8D? là: x=1—(, y=í,z=l. 
Phương trình của (BC? là: x= 1, y=f, z=t. 
¡ là giao điểm của đường thẳng 8D” và (Ó), để tìm toạ độ của 7 ta thế phương trình 
đường thẳng 87D“ vào phương trình của (Ó). 
Ta có 2(1—?)— + 1—2=0, hay £= 3 - TỪ đó suy ra l:g: J). 
2 1 
Tương tự, ta tìm được / (1 ; 3 : 3)" 
a) S8 =(1; 2; —2) . Phương trình (P) : x + 2y — 2z = 0. 
b) Phương trình đường thẳng SB : x =/, y = 2¿, z = 2 — 2¡. Để tìm B' ta giải hệ 
+2y—2z= | 

x†+2y-2z=0 = “|: 

x =í, y=2t, z=2—2( 
Tương tự,C{0;1;1). - 


c) C5 =[Š:~g:~g) vuông góc với AC )=(0;1;1). 


Khi đó Sagc.= 2AC/CB=2 ẢN 2, hn= : 


Mặt khác SB'= 4SA2 - AB2 = J4- s Đo. ; (hổ). 


4 
Vậy ŸsAp'.C?= ¬ 


d) Đường thẳng qua Ö và vuông góc với (P) có phương trình : 
x=l+t,y=2+2!,z=-2t. 


Xe h 


Hình 6 
Để tìm giao điểm Bọ của đường thẳng này với (P) ta giải hệ 
x=l+t,y=2+2t,z=-~2t ñ l§ 8. sJ 
x+2y~2z=0 09g” go 
Từ đó suy ra điểm đối xứng với B qua (P) là Bị (-s:-2:2] 
9. 99 
e) Dễ thấy BC L AC, BC) LAC”, BB. LAB” nên A, B, C, B', C” cùng thuộc mặt cầu 


Ï v5. 


tam [2 nT, 0 là trung điểm của AB, bán kính !A = Tho _ 


2 
Phương trình mặt cầu đó là (: _ ;) +-1®+z2=~ 


Vì điểm C” thuộc mặt cầu, nên mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu tại C” phải vuông góc với 
Iể=C2 ; 0; 1). Phương trình của mặt phẳng đó là x — 2(z — 1)=0 hay x—2z+2 =0. 


ĐÁP ÁN 
6(CQ 8B) 10(B) 12.(C)Q 14.(D) 
7(D 9% (D) I11/(A) 13.(A) 15.(C). 
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